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Prefacio

Eudes Mendes Barboza
Marcelo Pedro dos Santos

Tarciana Maria Santos da Silva

Bem-vindo ao Volume II da Coletanea de Estudos de Egressos do PROFMAT-UFRPE.
A Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE), ao longo de seus 111 anos,
consolidou-se como uma instituicao de relevancia, dedicada ao ensino, pesquisa e exten-
sdo. O seu Departamento de Matematica se destaca por diversas agoes nesse tripé e,
também, por oferecer o PROFMAT, um Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional, coordenado pela Sociedade Brasileira de Mateméatica. Em 2011, a UFRPE,
junto a 49 instituigdes, langou o desafiador PROFMAT, buscando transformar o ensino
da Matematica no Brasil. Atualmente, o programa, que envolve quase 80 institui¢des em
todo o pais, é reconhecido pela qualidade com conceito 5 em avaliacoes consecutivas da
CAPES. Esta coletanea abarca diversas perspectivas e temas desenvolvidos em algumas
das mais de 100 dissertagoes defendidas no PROFMAT-UFRPE, reunindo um mosaico de
pensamentos, experiéncias e descobertas que refletem a riqueza do Ensino de Matematica.
Nos seus seis capitulos, o Volume II da Coletanea de Estudos de Egressos do PROFMAT-
UFRPE proporciona um registro historico e uma contribuicao cientifica significativa para
a formacao de professores e sua pratica em sala de aula. Como poderemos ver brevemente

na descrigdo a seguir.

Estrutura do livro

Capitulo 1: "Poliedros regulares: Construcgoes utilizando o software GeoGe-
bra"- A andlise dos poliedros desempenha um papel crucial na compreensao de diversos
conceitos matematicos, como niimeros, geometria, grandezas e algebra. Neste capitulo,
enfoca-se a proporc¢ao aurea associada ao dodecaedro e ao icosaedro. Além disso, discute-
se algumas construcoes desses poliedros utilizando o software GeoGebra.

Capitulo 2: "Poliedros Arquimedianos"- Neste estudo, explora-se os poliedros
arquimedianos, figuras geométricas resultantes de operagoes aplicadas aos cinco poliedros
regulares convexos. Inicialmente, destaca os poliedros regulares, apresentando a relagao
de Euler e duas relagoes fundamentais: a conexao entre arestas e faces, e a relagao en-
tre arestas e vértices. Em seguida, a analise se aprofunda nos poliedros arquimedianos,
descrevendo a construgao de cada um e enfatizando suas caracteristicas geométricas. Por
fim, propoem-se uma oficina como contribui¢do ao ensino desse tema e a expansao do

conhecimento em geometria no ensino basico.



Capitulo 3: "Uma Anilise como o Contetido de Sequéncias se apresenta
nos Livros Didaticos do Ensino Médio" Neste capitulo, é realizada uma analise da
apresentacao do conteido de sequéncias nos livros didaticos de mateméatica do Ensino
Médio, com énfase nos que fazem parte do Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD)
de 2018-2020. O objetivo aqui é investigar qual abordagem contextual dos livros seria
mais eficaz na compreensao de padroes e expressoes matematicas, especialmente no que
diz respeito a sequéncias, progressoes aritméticas e geométricas. A intencao é contribuir
para a selecdo de materiais didaticos que facilitem o aprendizado dos alunos, fornecendo
também recursos complementares para os professores de matematica em suas aulas.

Capitulo 4: "Areas e volumes de figuras semelhantes: propostas e analise
de sequéncias didaticas" - Aqui, explora-se o ensino de conceitos relacionados a areas
e volumes de figuras semelhantes, observando como isto se apresenta em alguns curriculos
da Educacao Béasica. Ao longo do trabalho, sdo apresentadas as relagdes entre dreas e
volumes de figuras semelhantes, oferecendo uma base tedrica para justificar os resultados
matematicos. Posteriormente, sao compartilhados relatos da aplicagao de duas sequéncias
didaticas em turmas do 32 ano do Ensino Médio, uma presencial e outra remota. A andlise
e comparacao dessas aplicagoes visam avaliar a viabilidade da abordagem desse tema por
meio das atividades propostas em cada sequéncia.

Capitulo 5: "Analise combinatdéria: Lemas de Kaplansky, permutacgoes cad-
ticas e o principio da casa dos pombos"- O propésito deste capitulo é enfatizar a
relevancia do ensino de técnicas especificas de contagem na Analise Combinatoria, tais
como a Permutacao Cadtica, os Lemas de Kaplansky e o Principio de Dirichlet. Essas
técnicas sao fundamentais para solucionar problemas combinatérios. A abordagem con-
ceitual deste material fundamenta-se nos principios aditivo, multiplicativo e no principio
da inclusao e exclusao, proporcionando uma aprendizagem mais significativa em compa-
racao com a simples aplicacao de féormulas. Distinguindo-se de muitos livros didaticos,
este trabalho destaca contetidos cruciais para estudantes que se preparam para provas de
concursos e vestibulares na Educagao Bésica.

Capitulo 6: "Jogo Investir Ou Perder : A Maratona Da Vida"- Neste capitulo,
descrevemos o processo de criacao e aplicacao do jogo "Investir ou Perder: A Maratona da
Vida'por estudantes do Ensino Médio. A pesquisa foi conduzida em uma escola estadual
em Moreno, Pernambuco, envolvendo 40 alunos do 22 e 32 anos do Ensino Médio. Desta-
camos os resultados que evidenciam como o jogo proporcionou uma imersao dos alunos no
universo de investimentos de renda fixa e variavel, estimulando uma mentalidade empre-
endedora e promovendo a compreensao da relevancia do planejamento financeiro. Além
disso, 0 jogo os orientou na tomada de decisdes financeiras mais conscientes e responsaveis
para o futuro.

Ao longo desta coletdnea, convidamos vocés a mergulharem em um mundo de apli-

cagoes diversificadas, inspiragoes e descobertas para o Ensino de Matematica a partir do



estudo de professores/pesquisadores e agora egressos do PROFMAT-UFRPE. Cada capi-
tulo oferece uma peca tnica no quebra-cabeca que é a experiéncia em ser professores da
Educagao Bésica. Esperamos que esta jornada enriquega sua compreensao e estimule sua
propria reflexdo sobre o papel que todos desempenhamos na educagao, especificamente,

quando se trata de Matematica.



1 Poliedros regulares: Construcoes utili-

zando o software GeoGebra

Pedro Vitor Silva Rodrigues!

Rodrigo Genuino Clemente?

Resumo: O estudo dos poliedros é importante para a compreensio da matematica, abrangendo
temas como nimeros, geometria, grandezas e algebra. Neste trabalho, estudaremos a propor-
¢do aurea do dodecaedro e icosaedro e posteriormente abordaremos algumas construgoes dos
poliedros com o uso do software GeoGebra.

Palavras-chave: GeoGebra; Poliedros; Poliedros Platonicos.

1.1 Introducao

As discussoes sobre qual seria o melhor método para ensinar a Matemaética na escola é
um tépico importante, pelo fato dos alunos estarem cansados da aula tradicional (quadro
— piloto). Nesse sentido, verifica-se o esfor¢o dos professores em construir novos métodos
que busquem dos alunos uma melhor compreensao do conteido abordado [1].

Entre tais recursos figura o GeoGebra, cujo nome representa a juncao de geometria
e algebra, que é um programa computacional educativo especifico para o aprendizado
de diversas areas de matematica, principalmente no estudo de geometria. O GeoGebra
possui muitos recursos na construcao das figuras geométricas possibilitando mové-las e
deformé-las, permitindo ao professor explorar e investigar desde a geometria elementar
até a geometria mais avancada. O programa pode ser utilizado para diferentes niveis de
aprendizado, tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio.

No ensino de Geometria Espacial, os problemas sao fundamentais, pois permitem
ao aluno colocar-se diante de questionamentos e pensar por si proprio, possibilitando o
exercicio do raciocinio logico e espacial e nao apenas o uso de féormulas. No entanto,
a abordagem de conceitos, ideias e métodos sob a perspectiva de resolucao de proble-
mas ainda é bastante desconhecida da grande maioria e, quando é incorporada a pratica
escolar, aparece como um item isolado, desenvolvido paralelamente como aplicacao da
aprendizagem, a partir de listagem de problemas cuja resolucao depende basicamente da

escolha de técnicas ou formas de resolucao memorizadas pelos alunos [2].

Escola Pastor Isaias Rafael de Alencar, profpedrovitor@gmail.com

2 Universidade Federal Rural de Pernambuco, rodrigo.clemente@ufrpe.br
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Antes de chegarmos nos poliedros truncados, falaremos sobre os poligonos regulares e
provaremos a féormula da soma dos angulos internos de um poligono. Mostraremos que os
poliedros regulares sao formados por poligonos regulares, iremos ver o porqué que existem
apenas cinco poliedros platonicos e a relacao entre o niimero de ouro com o raio da esfera
inscrita, circunscrita e interesfera de um dodecaedro e icosaedro. Muito dessa discussao
é motivado por [3]. Mostraremos também o passo a passo da constru¢ao do dodecaedro
e icosaedro truncados no software GeoGebra.

As tecnologias sao pontes que abrem a sala de aula para o mundo, que representam,
medeiam o nosso conhecimento do mundo. Sao diferentes formas de representagao da
realidade, de forma mais abstrata ou concreta, mais estatica ou dinamica, mais linear ou
paralela, mas todas elas, combinadas, integradas, possibilitam uma melhor apreensao da
realidade e o desenvolvimento de todas as potencialidades do educando, dos diferentes

tipos de inteligéncia, habilidades e atitudes [4].

1.2 Sélidos Platonicos

Nesta sec¢ao, vamos explorar conceitos matematicos fundamentais que servem como
base para nosso trabalho. Especificamente, discutiremos os sélidos platonicos, um con-
junto especial de poliedros regulares que desempenham um papel significativo na geome-
tria. Abordaremos quais sao esses sélidos platonicos e, mais importante, explicaremos por
que eles recebem esse nome peculiar, ligado a filosofia platonica e a influéncia de Platao

na geometria.

1.2.1 Poligonos regulares

Nesta secao, concentraremos nossa atencao na definicao e exploracao de poligonos
regulares. Iremos abordar em detalhes o que caracteriza um poligono como “regular”,
examinando as propriedades que tornam essas figuras geométricas tao distintas e rele-
vantes na matematica. A compreensao dos poligonos regulares é fundamental, pois eles
desempenham um papel essencial na construgao de poliedros regulares, contribuindo para

a base de nosso estudo da geometria tridimensional.

Definicao 1.1 Um poligono convexo é reqular se, e somente se, tem todos os seus lados
congruentes e seus angulos internos congruentes. Assim, um poligono reqular € equildtero

e equiangulo.

Se escolhermos qualquer vértice de um poligono regular com n lados e tracar todas
as diagonais possiveis dentro do poligono, encontraremos n — 2 tridngulos que nao se
intersectam. Como a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°, entao a

soma dos angulos internos de qualquer poligono regular é igual a [180° - (n — 2)] (veja a
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prova na proposi¢ao 1.1 abaixo). Assim, para encontrar a medida de cada angulo interno
de um poligono regular, basta dividir a soma dos angulos internos pelo nimero de lados

do poligono regular.

Tabela 1 — Lista dos valores da soma dos angulos internos e valor de cada angulo interno
de um poligono regular convexo

Nome Ntmero de lados | Soma dos dngulos internos | Angulo interno
Triangulo 3 180° 60°
Quadrado 4 360° 90°
Pentagono 5 540° 108°

n-4gono n 180°.(n — 2) 1800'(:_2)

Proposicao 1.1 A soma dos angulos internos de qualquer poligono reqular € igual a
[180° - (n — 2)].

Demonstragao 1.1 Iremos mostrar esta afirmagao usando o principio de inducao. Seja

Sk a soma dos angulos internos de qualquer poligono reqular.
(i) Paran =3, S5=(3—2)-180° = 180°. Logo, a afirmacao é vdlida para n = 3.

(ii) Suponha que se a proposi¢io € verdadeira para n = k, isto é, S, = (k — 2) - 180°.
Provaremos que deve ser vdlida para n =k + 1. Assim, temos que Syy1 = (K — 2+
1).180° = (k—2)-180°+180°. Pela hipdtese de indugdio, temos que Skr1 = Si+180°.
Portanto, o Principio de inducao garante que a propriedade é verdadeira para todo
n € N.

1.2.2 Poliedros Regulares

Quantos poliedros regulares existem? A primeira vista, a resposta a essa pergunta
parece ser muito simples: existem tantos poliedros regulares quantos forem os poligonos
regulares, ja que estes serdo as faces dos poliedros. No entanto, isso nao é o caso. Os
Elementos de Euclides fornecem uma prova rigorosa de que existem apenas cinco polie-
dros regulares convexos, e suas faces devem ser exclusivamente triangulos, quadrados ou
pentdgonos (Figura 1). Iremos dar uma ideia da demonstracao, logo apés a defini¢ao de

poliedro convexo regular.

10
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Figura 1 — Sélidos platénicos: (a) tetraedro (fogo), (b) octaedro (ar), (c) hexaedro ou
cubo (Terra), (d) icosaedro (dgua), (e) dodecaedro (mente universal)

Definigao 1.2 Um poliedro convexo é regqular quando todas as faces sdo poligonos requ-

lares iguais e em todos os vértices concorrem o mesmo numero de arestas.

Uma relagdo matematica importante é sobre a relagao entre o nimero de vértices (v),
faces (f) e arestas (a) de um poliedro convexo. A relagdo de Euler como é conhecida, diz

que em todo poliedro convexo vale a relacao
V4+F=A+2. (1.1)

Esses poliedros sao chamados de sélidos platonicos em homenagem ao filésofo grego
Platao, que usava poliedros regulares em sua cosmologia. Comegamos nossa consideragao
com os poliedros regulares que possuem triangulos equilateros como faces. O tetraedro é
o primeiro e mais simples deles (Figura 1-a). A principal observacdo é que a soma dos
angulos internos dos poligonos que se encontram em todos os vértices é sempre inferior
a 360°, pois se for igual a 360° teremos uma regiao plana. No tetraedro, trés tridngulos
equilateros (a soma de seus angulos interiores é igual a 180° = 3 x 60°) se encontram em
cada vértice; assim, suas bases criam um novo triangulo equilatero.

O tetraedro tem o menor nimero de faces entre os sélidos platonicos e, portanto, é o
andlogo tridimensional do tridngulo equildtero (que obviamente tem o menor nimero de
lados entre os poligonos regulares). O octaedro (Figura 1-b) é a proxima figura geométrica
espacial baseada em tridngulos equilateros. No octaedro, quatro tridngulos equilateros (a
soma de seus angulos interiores é igual a 240° = 4 x 60°) se retinem em um vértice; como
resultado, surge uma piramide com uma base quadrangular. Se alguém conectar duas
dessas piramides por suas bases, a figura simétrica com oito faces triangulares, chamada
Octaedro, aparecera. Agora, podemos tentar conectar 5 triangulos equilateros em um
vértice (a soma dos angulos internos é igual a 300° = 5 x 60°). Como resultado, obtemos
uma figura geométrica espacial com 20 faces triangulares, chamada Icosaedro (Fig. 1-d).
Nao serd possivel a construcao de seis triangulos equildteros em torno do vértice V' de um
poliedro regular, pois a soma de seus angulos internos serd igual a 360° = 6 x 60°.

Um quadrado é o préximo poligono regular (com angulo interno de 90°). Se unirmos
3 quadrados em um vértice (a soma de seus angulos interiores igual a 270° = 3 x 90°)

e, em seguida, adicionarmos a esta figura trés novos quadrados, obteremos uma figura

11
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geométrica perfeita com 6 faces chamadas Hexaedro ou Cubo (Figura 1-c). Nao serd
possivel a construcao de quatro quadrados em torno do vértice V' de um poliedro regular,
pois a soma de seus angulos internos sera igual a 360° = 4 x 90°.

Finalmente, hd mais um poliedro regular para construir, com base no uso de um
pentidgono com cada angulo interno medindo 108°. Se coletarmos 12 pentagonos para que
trés pentagonos regulares se reinam em cada vértice (a soma de seus dngulos internos
é igual a 324° = 3 x 108°), entdo obtemos o préximo soélido platdnico com 12 faces
pentagonais chamado dodecaedro (Fig. 1-e). O hexdgono é o préximo poligono regular
apds o pentagono. Tem um angulo interior de 120°. Se conectarmos 3 hexdgonos em um
vértice, obteremos uma superficie porque a soma de seus angulos interiores é igual a 360° =
3 x 120°. Isso significa que é impossivel construir uma figura geométrica tridimensional
apenas com hexagonos.

Outros poligonos regulares apos o hexdgono tém angulos interiores superiores a 120°.
Isso significa que nao podemos construir figuras geométricas espaciais a partir delas.
Concluimos que existem apenas 5 poliedros regulares convexos, cujas faces sao limitadas

a triangulos equilateros, quadrados e pentagonos.

1.2.3 Caracteristicas numéricas dos sélidos platdnicos

Nesta se¢ao, iremos provar a limitagao do niimero de poliedros regulares com base em
suas caracteristicas numéricas, como o nimero de faces, arestas e vértices, as quais desem-
penham um papel fundamental na demonstracao de que existem apenas cinco poliedros
regulares.

Em um poliedro regular, vamos chamar de:

n — Numero de vértices de cada poligono;

a — Ntmero de arestas de um poliedro;

v — Nimero de vértices de um poliedro;

f — Numero de faces de um poliedro;

m — Numero de poligonos em torno de um vértice.

Tabela 2 — Os valores desses nimeros para cada um dos poliedros regulares

nlal|v|f|m

Tetraedro |3 | 6 | 4 | 4 | 3
Octaedro |3 |12 | 6 | 8 | 4
Icosaedro | 3 30| 12|20 | 5
Hexaedro |4 12| 8 | 6 | 3
Dodecaedro | 5 | 30 | 20 | 12 | 3
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Note que em um poliedro o produto entre niimero de vértices de cada poligono e o
numero de faces do poliedro é igual ao dobro do niimero de arestas desse poliedro. Temos
que

n-f=2-a. (1.2)

E também, temos que o produto entre o nimero de poligonos em torno de um vértice
de um poliedro e o nimero de vértices desse mesmo poliedro ¢ igual ao dobro do ntimero
de arestas desse poliedro. Assim,

m-v=2-a. (1.3)

Comparando as equagoes (1.2) e (1.3), temos que:

_nt

— (1.4)

(%

Isolando o valor de a na equacao (1.2), utilizando o valor de v na equagao (1.4) e substi-

tuindo na relagdo de Euler (1.1), temos que:
n- n-
nd o,
m 2
Multiplicando toda a equagao por 2m, temos:

2n-f+2-m-f=m-n-f+4-m.

Colocando o f em evidéncia, temos:

4m

f (1.5)

:2n—|—2m—m-n'

Como todos os valores da equagao (1.5) devem ser ntimeros naturais, o denominador deve

ser positivo. Assim,
2n

n—2

2n+2m—-—mn>0 = m>

Como o niimero de poligonos em torno de um vértice tem que ser maior ou igual a trés,

entdo, podemos encontrar o intervalo que n pode assumir.

2n

n —

2>3:> 6 > n. (1.6)

Portanto, pela desigualdade (1.6), n s6 pode assumir valores menores que 6, ou seja,
n s6 pode ser 3,4 ou 5. Logo, s6 podemos formar poliedros regulares com tridngulos
equilateros, quadrados e pentagonos regulares. Para encontrar o nimero de faces f, pela

equagao (1.5), temos:

(i) Para o cason =3,

Sem =3,

13
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Se m = 4,
16
f= 5 = 8 (Octaedro).
Se m =5,
20
f= T= 20 (Icosaedro).
Se m = 6,

20
f= n (Nao existe).

(ii) Para o caso n =4,

o dm  2m
S 8-2m 4-m’
Se m = 3,
6
f= 1= 6 (Hexaedro).
Se m = 4,
8
f= 0 (Nao existe).
(iii) Para o caso n =5,
o 4m
- 10—-3m’
Se m = 3,
12
f= T = 12 (Dodecaedro).
Se m = 4,

16
f= n (Nao existe).
Concluimos que podemos construir 3 poliedros regulares com triangulos equilateros, 1
poliedro regular com quadrados e 1 poliedro regular com pentagonos. Dessa forma esta

provado que existem apenas 5 poliedros regulares.

1.2.4 Proporcao aurea do dodecaedro e icosaedro

O dodecaedro (Figura 1-e) e o icosaedro (Figura 1-d), ocupam um lugar especial
entre os poliedros regulares. Vamos observar o quanto o dodecaedro e o icosaedro estao
diretamente ligados a propor¢ao aurea.

O primeiro niimero irracional conhecido foi o niimero de ouro, pois os pitagoricos
nao conseguiram escrever a razao entre o lado do pentagono estrelado, conhecido como

pentaculo e o lado do pentdgono regular inscrito numa circunferéncia. Essa razao ¢ o

1++/5

numero de ouro que iremos representar pela letra grega 7 = 5

Como as faces do dodecaedro (Figura 1-e) sdo pentadgonos regulares, entao estao base-

ados na propor¢ao durea. Se analisarmos atenciosamente para o icosaedro (Figura 1-d),

podemos ver cinco tridngulos equilateros que se acoplam em cada vértice do icosaedro,

14
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assim, seus lados externos formam um pentagono regular ligado a proporgao aurea. Exis-
tem também relagoes numéricas entre o dodecaedro e o icosaedro, note que o numero
de faces do dodecaedro (f = 12) é igual ao ntimero de vértices do icosaedro (v = 12) e
o ntmero de vértices do dodecaedro (v = 20) é igual ao nimero de faces do icosaedro
(f = 20) e ambos possuem o mesmo nimero de arestas (a = 30).

O nimero de angulos em torno de cada vértice tanto do dodecaedro quanto do ico-
saedro apresentam uma caracteristica relevante, no dodecaedro existem 3 pentagonos
regulares em torno de cada vértice, como existem 20 vértices, temos um total de 60 angu-
los planares. Ja o icosaedro apresenta 5 tridngulos equildteros em torno de cada vértice,
como temos 12 vértices no total, ficamos com um total de 60 angulos planares, ou seja, a
quantidade de angulos planares no dodecaedro e no icosaedro sao iguais.

Existe um papel mais profundo da proporcao adurea no dodecaedro e no icosaedro.
Estes soélidos regulares possuem trés esferas unicas. A primeira é a esfera inscrita no
poliedro platénico, onde seus centréides tocam no centro das faces do poliedro. Chamamos
o raio dessa esfera inscrita de (R;). A segunda esfera ou média esfera (meio da meseta
ou interesfera) toca os centroides nas arestas do poliedro platonico. Chamaremos o raio
dessa esfera de (R,,). Por ultimo temos a esfera circunscrita no poliedro platonico que
passa pelos seus vértices. Chamaremos o raio dessa esfera de (R,).

Vamos provar que os comprimentos dos raios tanto para o icosaedro quanto para o
dodecaedro com lados iguais a 1 sao expressos pela propor¢ao aurea 7. Inicialmente
iremos olhar para o poliedro como a uniao de piramides regulares com vértice no centro
do poliedro. Tais pirdmides terdao altura igual ao raio da esfera inscrita (R;), aresta lateral
igual ao raio da esfera circunscrita (R,.) e apétema da piramide igual ao raio da interesfera
(Rpn).

Agora vamos mostrar esses trés raios no dodecaedro. Primeiramente tomamos os trés

pontos médios A, B e C das trés arestas concorrentes ao mesmo vértice V.

Figura 2 — Dodecaedro
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Analisando uma face do dodecaedro e chamando o seu centro de O, temos o seguinte:
O segmento AO’ é o apotema do pentdgono regular, logo forma um angulo reto com
a aresta e o segmento VO’ é bissetriz do angulo V. Como cada angulo interno de um
pentdgono regular é igual a 108°, o angulo AVO’ é igual a 54°. Assim o angulo AO'V

¢é igual a 36°. Entao, pela razao trigonométrica no tridngulo retangulo, temos cos 36° =
AB
= AB.

l\)\b—“l\)‘

Figura 3 — Face do dodecaedro

Calculando o sin 36° no triangulo BV O', temos:

(NN

1 1 5 5
= VO = +\/_.

VO 2.sin36° 1 10
~/10 — 2v/5
2 V5

Para calcular o raio da circunferéncia circunscrita, precisamos encontrar o valor do

sin 36° =

2
segmento C'O”. Este segmento corresponde 3 da altura do triangulo equilatero ABC.

Assim,

2 ABvV3 RVE]
5 = a%:§m£+u (1.7)

Agora, para encontrar o R, utilizaremos o tridngulo COV. Por semelhanca de tri-

COII —

angulos temos que os angulos VOC e VCO" sao congruentes. Calculando o cos a no
CO//

triangulo retangulo VCO”, temos cosa = , 0 que nos da cosa =2 - CO".

SIS

Figura 4 — Tridngulo retangulo auxiliar

o0
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Substituindo (1.7), temos:
3
cos o = \é—(\/§+ 1). (1.8)

Calculando o sin a no tridngulo retangulo COV',| temos

1
. 9 1 (1.9)
= —_— :> Re = .
S R, 2 - senw

Aplicando a identidade fundamental da trigonometria, temos
sin® o + cos’a = 1.

Substituindo a equacdo (1.8) na identidade fundamental da trigonometria, temos:

sin2a+<\/§~(\/5+1)) =1 = sin2a+é~(3+\/g):1

0 (1.10)
_ 18 — 6v/5
= sina=t—p—u.
Substituindo a equagao (1.10) na (1.9) equagao , temos:
1 1 9+ 3v5H
R, = I SN LA )
, V18— 6V5 2 2
6

1++5
9

Como 7 = , podemos reescrever o raio da esfera circunscrita da seguinte forma:

R, — T';/g.

Para encontrar o raio da esfera inscrita (R;), utilizaremos o teorema de pitdgoras no

tridngulo retdngulo OV O’. Assim:

R:=R+(VO') = ]-E?ZQJF?’\/B_5+\/3
c ‘ ! 8 10

1 /2
2 10

, podemos reescrever o raio da esfera inscrita da seguinte forma:

1++5
9

Como T =

2

N

Para encontrar o raio da interesfera (R,,), utilizaremos o Teorema de Pitdgoras no trian-

R; =

gulo retangulo OBV. Assim,

2 2 1 2 2
Resz+(2) -~ R

) 1
1 |74+3V5
R, — .|+ 2V2

= 5 V72

17
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Colocando (R,,) em fun¢do de 7, temos

2
-
Ry =
2

Assim, construimos as trés esferas em relagao ao dodecaedro:

Figura 5 — Dodecaedro: (a) Esfera inscrita, (b) Interesfera, (c) Esfera circunscrita

Analogamente, iremos encontrar os trés raios no icosaedro. Diferentemente do dodeca-
edro onde existem trés arestas concorrentes ao mesmo vértice, no icosaedro existem cinco

arestas.

Figura 6 — Icosaedro

Assim, tomamos os cinco pontos médios A, B, C', D e E das cinco arestas concorrentes
ao mesmo vértice V' formando assim um pentdgono regular. Analisando uma face do
icosaedro e chamando o seu centro de O', temos o seguinte: O segmento AQ’ é o ap6tema
do tridngulo equilatero, logo forma um angulo reto com a aresta e o segmento VO’ é
bissetriz do angulo V. Como cada angulo interno de um triangulo equilatero ¢é igual a
60°, o angulo AV O’ é igual a 30°. Assim, por paralelismo, temos que o angulo VAB e o

angulo V BA sao congruentes, cujos angulos medem 60°. Assim, temos que AB = %

18
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Calculando o sin 60° no tridngulo AVO’, temos:

1
o2
sin 60° = VO
Assim,
\/g 1 , \/g
s =g = VO =5 (1.11)

Para calcular o raio da circunferéncia circunscrita, precisamos encontrar o valor do
segmento AO”. Note que este segmento corresponde ao raio da circunferéncia circunscrita
no pentagono regular. Escrevendo o lado do pentagono regular I em fungdo do raio da

circunferéncia circunscrita R,. Temos, l5 = 719. 10 — 2V/5.

Figura 7 — Triangulo equilatero e circunferéncia circunscrita

1
Como [5 = 3 temos:

1 R, 10 + 25
—=-L2410-2 =\
5 =5 V10 Vb= R, =1 <

Assim, CO" = R,,, concluimos que:

w1 [5+V5 (1.12)
00" = S/

Agora, para encontrar o R, utilizaremos o triangulo COV. Por semelhanca de tri-
angulos temos que os angulos VOC' e VCO" sao congruentes. Calculando o cos a no

triangulo retangulo VCO”, temos:

_co 545
cos = 71 cosa = 10 . (113)
2

Calculando o sin « no triangulo retangulo COV', temos

1 (1.14)
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Substituindo a equagdo (1.13) na identidade fundamental da trigonometria, temos:

1

2
. ( 5+/5 5+/5
sin® o + =

0 =1 = sinfa+

10
. 5 — \/5
= = .
SN v \/T

Substituindo a equagdo (1.15) na (1.14) equacao , temos:

1 1 / 10
RR=—r—rnw— = R.=--
. 5_\/5 2 5—

1
= Re=_-V10+2V5.

, podemos reescrever o raio da esfera circunscrita da seguinte forma

(1.15)

B

1+5

C _
omo 7T 9

r3=T

R, = — Para encontrar o raio da esfera inscrita (R;), utilizaremos o teorema de

pitadgoras no triangulo retangulo OV O’. Assim:

RE=R+(VO) = szmwzx/ﬁ_;

1 [7+3V5
- R,-—§-\/T.

, podemos reescrever o raio da esfera inscrita da seguinte forma R; =

Como 7 =

,7_2

575

Para encontrar o raio da interesfera (R,,), utilizaremos o teorema de pitdgoras no

1++/5
9

triangulo retangulo OBV. Assim,

Figura 8 — Tridngulos auxiliares

N\ R.

[
[ B 1/2 \Y
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" 16

Colocando (R,,) em funcdo de 7, temos R, = T

Assim, construimos as trés esferas em relagao ao icosaedro:

Figura 9 — Icosaedro: (a) Esfera inscrita, (b) Interesfera, (c¢) Esfera circunscrita

Tabela 3 — Os trés raios do dodecaedro e icosaedro em funcao do nimero de ouro

R, R, R;
— 2
Icosaedro TV3 T T T
2 2 2v/3
A3 2 2
Dodecaedro T ;/_ % 2\/%

Observe que a razao entre R, e R; sao iguais tanto para o icosaedro quanto para o

dodecaedro. Veja:

- Icosaedro
T3 —T
&: 9 N E:T\/?)—T.Q\/g
R; 72 R; 2 T2
23
R, 3-3—1)
= Y —

- Dodecaedro

R, B V3 2.3—71
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Assim, se considerarmos um dodecaedro e um icosaedro de mesmo lado, suas esferas

descritas serdo idénticas.

1.3 O uso do GeoGebra na construcdo dos sdlidos

Neste capitulo, utilizaremos o GeoGebra, uma ferramenta poderosa para a exploragao
da geometria e da matematica de forma interativa. O GeoGebra é uma plataforma que
oferece uma ampla gama de funcionalidades, permitindo aos estudantes e entusiastas da
matematica criar, manipular e analisar objetos geométricos, graficos e algébricos. Nos
concentraremos especificamente na construcao de solidos truncados, uma tarefa que de-
monstra a versatilidade do GeoGebra ao permitir a visualizagao tridimensional de objetos

geométricos complexos.

1.3.1 Processo de construcao do Dodecaedro truncado

Para construirmos o dodecaedro truncado no Geogebra, faremos um tutorial passo a
passo.
12 Passo: Clique em Ezibir na barra de ferramenta, clique em Janela de Visualizacao

3D e logo apos feche a janela de visualizacao 2D.

Figura 10 — Janela de visualizacao

U.-'. =

292 Passo: Na janela de visualizagao 3D, clique com o botao direito do mouse e clique

em Fizos e Malhas. Iremos desabilitar o eixo e habilitar a malha.

Figura 11 — Habilitando a malha
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32 Passo: Na barra de ferramenta, clique na seta que fica em baixo do botao ponto

A
L] ~ . .
E! (a0 passar o mouse pelos botoes aparece o nome) e em seguida clique em ponto

A anid , .
LB . Logo ap¢s faca dois pontos A e B no plano.

4° Passo: Na janela Entrada Frimde dedecaedre - qioite Qctaedro na opcao < Ponto, Ponto >

RTINS e em seguida clique nos pontos A e B no plano.

52 Passo: Com o dodecaedro criado, vamos encontrar o ponto médio do segmento AB

L] Fanta Médin o Centra
-

A
clicando no botao ponto E! e em seguida clique em ponto médio ou centro

Logo ap6s clique no segmento AB no plano, construindo assim o ponto U.

Figura 12 — Construgao do dodecaedro truncado apés o 52 passo

Segmento

-
6° Passo: Clique no botao reta B e em seguida clique em segmento

e clique nos pontos U e no ponto B.

A
72 Passo: Clique no botao ponto E! e em seguida clique no segmento U B construido

assim o ponto V', de modo que este ponto se mova apenas no segmento UB. Para com-

R

provar, clique no botao mover k= e clique no ponto construido mova-o para comprovar

que o mesmo esta somente sobre o segmento U B.

82 Passo: Clique no botao esfera @ e em seguida clique em esfera dados centro

@ Esfera dados Cenlro e Um de Seus Ponlos

e um de seus pontos e clique no ponto B e no ponto V'

criando assim uma esfera centrada no ponto B e tendo como raio o segmento BV.

Figura 13 — Construgao do dodecaedro truncado apés o 82 passo

A
92 Passo: Clique no botao ponto E! e em seguida clique em Intersegio de Dois
Objetos, logo apds selecione a esfera e a aresta BF', criando o ponto W e depois selecione

a esfera e a aresta BC', criando o ponto Z.

R

102 Passo: Clique no botao mover = e em seguida clique com o botao direito na

Exibir Objeto

esfera e desmarque a opcao exibir objeto -

23



1. Poliedros regulares: Construgées utilizando o software GeoGebra

.\\"l
112 Passo: Clique no botao poligono ‘E' e em seguida clique nos pontos V., W e Z

novamente para fechar o poligono, construindo assim o triangulo ¢1.

A
122 Passo: Clique no botao ponto E! e em seguida clique em ponto médio ou centro

L J
L Fanta Médin ou Centro
-

e selecione as faces ABCDFE e PQRST. Logo apos clique no botao
» egmento .
reta E e em seguida clique em segmento seameno o clique nos pontos A; e no ponto

By, criando o segmento de reta g.

13° Passo: Clique no botao Reflexao por um Plano e em seguida clique em

. I'I..- *  Girar em lomo de Uma Rela . N .
Girar em Torno de uma Reta * , selecione o triangulo ¢1 na janela de

algebra e logo apos selecione o segmento de reta g. Aparecerd uma janela (Figura 14),
digite 72° e clique em OK. Repita o mesmo processo e na janela digite 144°, em seguida

216°, e depois 288°. Criando assim 4 triangulos.

Figura 14 — Janela de Rotacao em torno de uma reta

A
14° Passo: Clique no botao ponto E! e em seguida clique em ponto médio ou centro

-
L Fanta Médin ou Centro
-

, logo apds clique no segmento BF', construindo assim o ponto Cf.

152 Passo: Clique no botao Reflexdo por um Plano e em seguida clique em Re-

. x x
. Reflexdao em Relacdo a um Ponto

flexdo em Relacao a um Ponto * , selecione o ponto W e o ponto C}.

@ estera dados : .
, . . Eslera dados Cenlio & Um de Seus Fonlos
Logo apés clique em esfera dados centro e um de seus pontos

e clique nos pontos F' e W’ e encontre o ponto de intersecao entre a esfera e os segmentos

de reta que partem do vértice F.

R

162 Passo: Clique no botao mover = e em seguida clique com o botao direito na
Exibir Objeto

esfera e desmarque a opcao exibir objeto -

'R.\‘
172 Passo: Clique no botao poligono ”:,l, e em seguida clique nos pontos Dy, Wj e

FE novamente para fechar o poligono, construindo assim o triangulo 2.

182 Passo: Clique no botao Reflexdo por um Plano e em seguida clique em

. I'I., *  Girar em lomo de Uma Reld . [N .
Girar em Torno de uma Reta * , selecione o triangulo 2 na janela de

algebra e logo apds selecione o segmento de reta g. Aparecerda uma janela (Figura 14),
digite 72° e clique em OK. Repita o mesmo processo e na janela digite 144°, em seguida

216°, e depois 288°. Criando assim 4 triangulos.
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Figura 15 — Construgao do dodecaedro truncado apdés o 182 passo

192 Passo: Repita os passos 14 ao 18 para construir os triangulos da parte superior

do dodecaedro.

Figura 16 — Construgao do octaedro truncado apés o 192 passo

]

20° Passo: Clique no botao Reflexdo por um Plano k=i e em seguida clique em Re-

Reflexdo em Relagdo a um Ponto

flexdo em Relagao a um Ponto * , selecione o ponto V' e o ponto U.

, . . Eslera dados Cenlio & Um de Seus Fonlus
Logo apés clique em esfera dados centro e um de seus pontos O

e clique nos pontos A e V’'. Encontre o ponto de intersecao e repita o processo pra criar

a esfera com centro no ponto J.

.
-'\. . . Vd
2192 Passo: Clique no botao poligono ‘El e em seguida clique nos pontos construidos
através da intersecado das esferas e as arestas formadas pelo truncamento, construindo o
decagono regular.

22¢ Passo: Clique no botao Reflexao por um Plano e em seguida clique em

.:- *  Girar em lomo de Uma Rela

Girar em Torno de uma Reta , selecione o decagono regular e logo
ap6s selecione o segmento de reta g. Aparecerd uma janela (Figura 14), digite 72° e clique
em OK. Repita o mesmo processo e na janela digite 144°, em seguida 216°, e depois 288°.
Criando assim 4 decagonos regular.

232 Passo: Para criar os decagonos regular superior siga os passos 20 ao 22.

24° Passo: Para criar os dois decagonos regular restantes clique em esfera dados cen-

@ Esfera dados Cenlro & Um de Seus Ponlos

tro e um de seus pontos e construa os pontos de intersecao

entre as esferas e as arestas que concorrem para o centro da esfera criada. Clique no botao

.
Cm
poligono ”Zl e em seguida clique nos pontos construidos através da intersecao das esferas

e as arestas formadas pelo truncamento, construindo o decdgono regular.
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Figura 17 — Construgao do dodecaedro truncado apds o 242 passo

252 Passo: Na Janela de Algebra, oculte todos os objetos clicando na bola azul,

deixando apenas as 6 faces quadrangulares e as 8 faces hexagonais e o ponto J.

Figura 18 — Ocultando objetos

1.3.2 Processo de construcao do lcosaedro truncado

Para construirmos o icosaedro truncado no GeoGebra, faremos um tutorial passo a
passo.
12 Passo: Clique em Ezibir na barra de ferramenta, clique em Janela de Visualizagdo

3D e logo apos feche a janela de visualizacao 2D.

Figura 19 — Janela de visualizagao

2°¢ Passo: Na janela de visualizacao 3D, clique com o botao direito do mouse e clique

em Fizos e Malhas. Iremos desabilitar o eixo e habilitar a malha.

Figura 20 — Habilitando malha
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32 Passo: Na barra de ferramenta, clique na seta que fica em baixo do botao ponto

A
L] ~ . .
E! (a0 passar o mouse pelos botoes aparece o nome) e em seguida clique em ponto

A L p v , .
| . Logo ap¢s faca dois pontos A e B no plano.

4° Passo: Na janela Entrada, digite icosaedro Entizdaicesaedro ¢ na opgao < Ponto, Ponto >

DRI ¢ em seguida clique nos pontos A e B no plano.

52 Passo: Com o icosaedro criado, vamos encontrar o ponto médio do segmento AB

L] Fanta Médin au Centra
-

A
clicando no botao ponto E! e em seguida clique em ponto médio ou centro

Logo ap6s clique no segmento AB no plano, construindo assim o ponto M.

Figura 21 — Construgao do icosaedro truncado apés o 52 passo

N

,/" Segmento

62 Passo: Clique no botao reta k=¥ e em seguida clique em segmento

e clique nos pontos M e no ponto B.

A
72 Passo: Clique no botao ponto E! e em seguida clique no segmento M B cons-

truido assim o ponto N, de modo que este ponto se mova apenas no segmento MB.

R

Para comprovar, clique no botao mover = e clique no ponto construido mova-o para

comprovar que o mesmo esta somente sobre o segmento M B.

82 Passo: Clique no botao esfera @ e em seguida clique em esfera dados centro

@ Esfera dados Cenlro g Um de Seus Ponlos

e um de seus pontos e clique no ponto B e no ponto N

criando assim uma esfera centrada no ponto B e tendo como raio o segmento BN.

Figura 22 — Construgao do icosaedro truncado apés o 82 passo

A
9°¢ Passo: Clique no botao ponto E! e em seguida clique em Intersegio de Dois
Objetos, logo apds selecione a esfera e a aresta BD, criando o ponto O, selecione a esfera
e a aresta BH, criando o ponto P, selecione a esfera e a aresta BE, criando o ponto () e

depois selecione a esfera e a aresta BC', criando o ponto R.
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R}

102 Passo: Clique no botao mover k= e em seguida clique com o botao direito na

Exibir Objeto

esfera e desmarque a opcao exibir objeto '

.
m
112 Passo: Clique no botao poligono ‘Elr e em seguida clique nos pontos N, O, P,
@, R e N novamente para fechar o poligono, construindo assim um pentiagono regular

poll.

12° Passo: Clique no botao Reflexdo por um Plano e em seguida clique em Re-

Reflexdo em Relagdo a um Ponto

flexdo em Relagdo a um Ponto * , selecione o ponto M e o ponto N.

7 . (: Esfera dados Cenlio e Um de Seus Ponlos
Logo apés clique em esfera dados centro e um de seus pontos J

e clique nos pontos A e N’ e encontre o ponto de intersecao entre a esfera e os segmentos

Y
“m
de reta que partem do vértice A. Clique no botao poligono ‘Evl- e em seguida construa o

pentagono regular.

.f". Jegmento

132 Passo: Clique em segmento e clique nos pontos B e no ponto L,

criando o segmento de reta g.

14° Passo: Clique no botao Reflexao por um Plano e em seguida clique em

i
I":i *  Girar em lomo de Uma Rela

Girar em Torno de uma Reta * , selecione o pentagono regular pol2
na janela de algebra e logo apds selecione o segmento de reta g. Aparecerda uma janela
(Figura 14), digite 72° e clique em OK. Repita o mesmo processo e na janela digite 144°,

em seguida 216°, e depois 288°. Criando assim 4 pentdgonos regulares.

Figura 23 — Construgao do icosaedro truncado apos o 142 passo

_/' Segmento

152 Passo: Clique em segmento e clique nos pontos C' e no ponto J,

criando o segmento de reta h.

162 Passo: Clique no botao Reflexao por um Plano e em seguida clique em

i
|
d

Girar em Torno de uma Reta *

*  Girar em lomo de Uma Rela

, selecione o pentdagono regular pol2”
na janela de algebra e logo apos selecione o segmento de reta h. Aparecera uma janela
(Figura 14), digite 72°, e depois 144°. Criando assim 2 pentagonos regulares. Em seguida,
selecione o pentagono regular pol2” na janela de dlgebra e logo apds selecione o segmento
de reta h. Aparecerd uma janela (Figura 14), digite 72°, e depois 144°. Criando assim

mais 2 pentagonos regulares. E por tltimo, selecione o pentagono regular polb na janela
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de algebra e logo apos selecione o segmento de reta g. Aparecerd uma janela (Figura 14)

e digite 72°. Criando assim o ultimo pentidgono regular.

Figura 24 — Construgao do icosaedro truncado apés o 16 passo

A
172 Passo: Clique no botao ponto E! e em seguida clique em ponto médio ou centro

o Ponta MEMD ou Cantra , X . .
. , logo apds clique no segmento AD, construindo assim o ponto W.

182 Passo: Clique no botao Reflexao por um Plano Zl e em seguida clique em Re-

. = =
. Reflexao em Relagao a um Ponto

flexao em Relagao a um Ponto * , selecione o ponto V' e o ponto W.

’ . (: Eslera dados Cenlro e Um de Seus Ponlos
Logo apés clique em esfera dados centro e um de seus pontos J

e clique nos pontos D e V' e encontre o ponto de intersecao entre a esfera e os segmentos

de reta que partem do vértice D.

R

192 Passo: Clique no botao mowver k= e em seguida clique com o botao direito na

Exibir Objeto

esfera e desmarque a opcao exibir objeto -

.
-'\.I . . ’
20° Passo: Clique no botao poligono ”:‘I- e em seguida clique nos pontos construidos
através da intersecao das esferas e as arestas formadas pelo truncamento, construindo o
hexagono regular.

212 Passo: Clique no botao Reflexdo por um Plano e em seguida clique em

. I'I., *  Girar em omo de Umna Relad . ,
Girar em Torno de uma Reta * , selecione o pentagono regular pol6

na janela de algebra e logo apds selecione o segmento de reta g. Aparecerd uma janela
(Figura 14), digite 72° e clique em OK. Repita o mesmo processo e na janela digite 144°,

em seguida 216°, e depois 288°. Criando assim 4 hexdgonos regulares.

222 Passo: Clique no botao Reflexdo por um Plano e em seguida clique em

. I'I..a *  Girar em Wrmo de Umna Rela . ,
Girar em Torno de uma Reta * , selecione o pentagono regular pol7

na janela de algebra e logo apos selecione o segmento de reta h. Aparecera uma janela
(Figura 14), digite 72° e clique em OK. Repita o mesmo processo e na janela digite 144°,
em seguida 216°, e depois 288°. Criando assim 4 hexagonos regulares.

232 Passo: Clique no botao Reflexdo por um Plano e em seguida clique em

'.', *  Girdr em lomo de Uma Rela

Girar em Torno de uma Reta * , selecione o pentagono regular pol7’

na janela de algebra e logo apds selecione o segmento de reta g. Aparecera uma janela
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(Figura 14), digite 72° e clique em OK. Repita o mesmo processo e na janela digite 144°.
Criando assim 2 hexdgonos regulares. Agora selecione o pentagono regular pol7,, na janela
de algebra e logo apds selecione o segmento de reta g. Aparecerd uma janela (Figura 14),
digite 72° e clique em OK. Repita o mesmo processo e na janela digite 144°. Criando
assim 2 hexagonos regulares. Seguindo esses mesmos passos, construa todos os hexagonos

regulares restantes.

Figura 25 — Construgao do icosaedro truncado apés o 232 passo

242 Passo: Na Janela de Algebra, oculte todos os objetos clicando na bola azul,
deixando apenas as 20 faces hexagonais e as 12 faces pentagonais.
Desta forma, exploramos em detalhes o processo de construgdo do Dodecaedro trun-

cado e do Icosaedro truncado, utilizando o GeoGebra como nossa ferramenta de apoio.

1.4 Consideracoes finais

O proposito central deste trabalho é promover o uso de software nas aulas de Mate-
matica com o objetivo de aprimorar o ensino e a aprendizagem de poliedros platonicos e
poliedros truncados. O uso de um software, embora nao seja indispensavel, desempenha
um papel importante ao proporcionar aos alunos uma compreensao mais aprofundada.
Além disso, o aluno demonstra um maior interesse, o que, sem duvida, é fundamental
para assimilar o conhecimento.

Ao nos concentrarmos em transitar dos poliedros platdnicos para os truncados, e ao
utilizar o GeoGebra para mostrar que o truncamento é uma se¢do do solido platonico
ao remover piramides, ficou evidente, mais uma vez, o alto grau de importancia desse

software ao alcangarmos nossos objetivos.
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2 Poliedros Arquimedianos

José Ribamar de Souza Neves!

Bérbara Costa da Silva?

Resumo: Este trabalho apresenta um estudo sobre os poliedros arquimedianos, que sao figuras
geométricas obtidas através de operagoes feitas sobre os cinco poliedros regulares convexos: Te-
traedro, Hexaedro, Octaedro, Dodecaedro e Icosaedro. Iniciamos o capitulo, mostrando os cinco
poliedros regulares convexos, a relacdo de Euler para poliedros convexos e outras duas relagoes
fundamentais: a relagdo entre arestas e faces e a relagdo entre arestas e vértices. Em seguida,
abordamos os poliedros arquimedianos, mostrando a construcao de cada um, e ressaltando suas
caracteristicas geométricas. Por fim, com o intuito de prover orientacbes para o ensino deste
tema, e expandir o conhecimento em geometria no ensino bésico, apresentamos uma sugestao
de oficina.

Palavras-chave: Poliedros arquimedianos; poliedros regulares convexos; oficina.

2.1 Introducao

Os poliedros arquimedianos sao figuras geométricas que ha séculos vém sendo objeto
de estudo de grandes matematicos e artistas. No livro de Pacioli, De Divina Proportione,
do século XVI, ja aparecem desenhos de alguns poliedros arquimedianos, de autoria de
Leonardo da Vinci. Os desenhos de da Vinci representavam apenas as arestas.

Até onde se sabe, esses poliedros foram estudados por Arquimedes de Siracusa ha
mais de 2200 anos, porém foi Johannes Kepler, astronomo e matematico alemao, quem os
nomeou e também foi ele quem provou a existéncia de apenas 13(treze), com excegao dos
prismas e dos antiprismas. A esséncia deste trabalho é a construcao dos poliedros arqui-
medianos, a partir de operacoes com os poliedros regulares convexos, como truncamento
(cortes) e snubificagdo (operagao que consiste em afastar todas as faces de um poliedro
regular (rotacionando-as ou nao) e preenchendo os espagos vazios resultantes com poli-
gonos regulares — tridngulos, quadrados, pentdgonos, etc.). Dos treze poliedros, nove sdo
formados através de truncamentos, dois deles através de expansao e os outros dois por
snubiamento.

O objetivo principal deste trabalho é tornar os poliedros arquimedianos um tema mais
conhecido entre alunos e professores do ensino basico, como também expandir, através

das oficinas sugeridas, o conhecimento sobre a geometria espacial.

1
2

Colegio Equipe, ribamarneves@gmail.com
UFRPE - Universidade Federal Rural de Pernambuco, barbara.costasilvaQufrpe.br
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Como esse tema poderia contribuir para o ensino da matemética nas escolas? Uma das
formas de contribuicgao, seria no desenvolvimento do pensamento geométrico dos alunos, ja
que se trata de figuras mais complexas, cuja formacao é feita através de cortes especificos
e de snubificagdo. Uma outra contribuicao seria na aplicacdo de conceitos como area de

superficie e volume de poliedro.
De acordo com a Base Nacional Comum Curricular [1], os c6digos das habilidades e

competéncias do ensino médio que melhor corroboram com os objetivos deste trabalho
sao EM13MAT309 e EM13MAT504

“Resolver e elaborar problemas que envolvem o cédlculo de areas totais e
de volumes de prismas, pirdmides e corpos redondos em situagoes reais
(como o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de
objetos cujos formatos sejam composigoes dos sélidos estudados), com
ou sem apoio de tecnologias digitais.”

“Investigar processos de obtencdo da medida do volume de prismas,
pirdmides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a
obtengao das féormulas de calculo da medida do volume dessas figuras.”

A parte tedrica deste trabalho foi inspirada em [2] e dividida em trés partes. Na pri-
meira parte, mostraremos os cinco poliedros regulares convexos, a relagao de Euler para
poliedros convexos e duas féormulas fundamentais (relacdo entre arestas e faces e entre
arestas e vértices). Em seguida, apresentaremos os treze poliedros arquimedianos e mos-
traremos como eles sao obtidos a partir de operagoes nos poliedros convexos regulares.
Por fim, na ultima sessao, faremos uma sugestao de oficina para o ensino médio como fer-
ramenta pedagogica para o desenvolvimento do pensamento geométrico e enriquecimento

das habilidades de calculos geométricos.

2.2 Poliedros

O objetivo principal deste capitulo é apresentar os 13 poliedros arquimedianos, mas
antes precisamos estabelecer alguns conceitos preliminares para que haja um melhor en-
tendimento da teoria. Iniciamos esta secao com a definicao de poliedros e dedugao de
duas importantes formulas. Em seguida, definimos poliedros convexos, apresentamos a
relacao de Euler e definimos os poliedros convexos regulares. Por fim, iniciamos o estudo
dos poliedros arquimedianos.

Existem varias formas de se definir um objeto. As vezes, um pequeno detalhe pode
mudar totalmente a ideia do objeto, e poliedros nao fogem a essa regra. Podemos definir
poliedros com diversos niveis de generalidade. Nao ha nenhum motivo especial, mas

adotaremos a definicao abaixo.

Definicao 2.1 Poliedro é uma reunido de um numero finito de poligonos planos chama-

dos faces, onde:
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1. Cada lado de um desses poligonos € também lado de um, e apenas um, outro poli-

gono.

7. A intersecao de duas faces quaisquer ou é um lado comum, ou é um vértice ou €
V0210,

-

1i. F sempre possivel, caminhando sobre as faces, ir de um ponto de uma face a um
ponto qualquer de outra sem passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas

arestas).

Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado de aresta do
poliedro e, cada vértice de uma face é um vértice do poliedro. Observe que a figura 26
nao é considerado um poliedro, pois nao obedece ao item 7 da nossa defini¢ao, ou seja, a

aresta AB pertence a mais de duas faces.

Figura 26 — Nao é um poliedro

B

Fonte: Produzido pelo autor

A partir de agora, denotaremos A, F' e V como sendo, respectivamente, niimero de
arestas, numero de faces e nimero de vértices de um poliedro, e m e n como sendo,
respectivamente, nimero arestas por vértice e nimero de arestas por face.

O numero total de faces e de vértices de um poliedro é a soma de todas as faces e

vértices de cada tipo, respectivamente, ou seja, F = Z F,eV = Z Vin, sendo F), o
n>3 m>3
numero de faces com n arestas e V,, o nimero de vértices com m arestas. Como cada

aresta é comum a exatamente duas faces e também a dois vértices, teremos

2A = ZnFn e 2A = Zme.
n>3 m>3
Essas duas férmulas sao conhecidas como a relacao entre arestas e faces e a relagao
entre arestas e vértices, respectivamente.

O matematico suigo Leonhard Euler (1707-1783) escreveu, em 14 de novembro de
1750, uma carta para seu amigo e matematico Christian Goldbach (1690-1764) mostrando
interesse na relacao F'+V — A = 2, uma propriedade geral de estereometria (geometria dos
sélidos) e, aproximadamente um ano mais tarde, ele provou essa relagdo para poliedros
homeomorfos a uma esfera (homeo = mesmo, morfo = forma). Em sua homenagem, essa

propriedade é conhecida como férmula ou relagao de Euler.
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Uma maneira intuitiva e simples de explicarmos quando um poliedro é homeomorfo a
uma esfera é supondo que as faces sao elasticas e bem flexiveis e supondo também que seja
possivel injetar ar dentro desse poliedro. Se o poliedro ficar com o formato de uma esfera,
entao podemos dizer que esse poliedro é homeomorfo a esfera. Em outras palavras, um
poliedro é homeomorfo a uma esfera se existir uma bijecao entre os pontos da superficie

do poliedro e os pontos da superficie esférica.

Figura 28 — Pequeno dodecaedro estrelado
Figura 27 — Tetraedro de Kepler-Poinsot

Fonte: Wikipedia. 27 de mai. de 2021. Disponi-
Fonte: Produzido pelo autor vel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Poliedros_ de
_ Kepler-Poinsot. Acesso em: 30 de out. 2023.

E facil perceber que, tanto o tetraedro da figura-27 quanto o pequeno dodecaedro
estrelado de Kepler-Poinsot (figura-28), ambos sao homeomorfos a esfera, ou seja, se
“inflarmos” esses dois poliedros, eles ficarao com o formato de uma esfera. Porém, existem
solidos que quando “inflados” nao obedecem a essa regra. Por exemplo, o sélido da figura
29 nao é homeomorfo a esfera, pois, quando inflado, ele se transforma em um toro (uma

boia com o formato de uma camera de ar), que nao obedece a relacao de Euler.

Figura 29 — Poliedro Nao Euleriano

Fonte: Produzido pelo autor

Apresentaremos a versao do Teorema de Euler para poliedros convexos. Um poliedro
¢ chamado de convero quando a interse¢ao do poliedro com uma reta qualquer ou é um
segmento de reta ou possui, no maximo, dois pontos. E claro que um poliedro convexo é

homeomorfo a uma esfera.

Teorema 2.1 (A Relagao de Euler para poliedros convexos) Em todo poliedro con-

vero com F faces, V vértices e A arestas, vale a relacio F +V — A = 2.

Demonstragido. Ver Teorema 1.4 em [3].
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Definicao 2.2 Um poliedro convexo é reqular quando suas faces sio poligonos regulares

congruentes e em todos os vértices concorrem o mesmo numero de arestas.

Existem apenas cinco poliedros regulares convexos, que estao representados nas figuras

abaixo, a demonstracao foi feita por Euclides e pode ser encontrada no Teorema 1.8 de

3].

Figura 30 — Tetraedro Regular Figura 31 — Hexaedro Regular

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor

Fi 32 — Octaedro Regul
1SHr cracdro egtial Figura 33 — Dodecaedro Regular

Fonte: Produzido pelo autor
Fonte: Produzido pelo autor

Figura 34 — Icosaedro Regular

Fonte: Produzido pelo autor

Definicao 2.3 Os poliedros semi-requlares sao poliedros convezros cujas faces sdo poligo-
nos requlares de mais de um tipo, e todos os seus vértices sao congruentes, ou seja, existe

0o mesmo arranjo de poligonos em torno de cada vértice, exceto pela rotacao.

Os poliedros semi-regulares, que também recebem o nome de poliedros arquimedianos,

foram inicialmente estudados pelo matematico, engenheiro, fisico, astrénomo e inventor
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Arquimedes. Natural de Siracusa, cidade grega situada na ilha da Sicilia, Arquimedes
nasceu por de volta 287 a.C. e morreu em 212 a.C. Era filho de astronomo e possuia alto
prestigio junto ao rei Hierao. Na fisica, contribuiu com o estudo da hidrostatica e também
da estatica, tendo descoberto a lei da alavanca e a lei do empuxo. Ele foi inventor de
varias maquinas, entre elas a bomba de parafuso e algumas armas para uso militar. Ja,
na matematica, ele utilizou o método da exaustao para o célculo da area sob um arco de
parabola, utilizando a soma de uma série infinita, além de ter verificado que o volume
de uma esfera é igual a quatro vezes o volume de um cone que tem como base o circulo

maximo da esfera e como altura o raio da esfera.

Figura 35 — Estatua de bronze de Arquimedes localizada no Observatério Archenhold, em
Berlim. Ela foi apresentada ao publico em 1972

Fonte: Wikipedia. 20 de set. de 2023. Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Arquimedes. Acesso
em: 30 de out. 2023.

Os exemplos mais conhecidos de poliedros arquimedianos sao os prismas regulares
cujas faces laterais sao quadrados e os anti-prismas regulares cujas faces laterais sao

triangulos equilateros.

Definicao 2.4 Um prisma é um poliedro que possui duas faces paralelas e congruentes
(as bases) e cujas faces laterais sao paralelogramos. Um anti-prisma é um poliedro que
possui duas faces paralelas e congruentes (as bases) e cujas faces laterais sao triangulos.

Existem infinitos prismas e anti-prismas.

Os prismas cujas faces laterais sao quadrados e as bases sdo poligonos regulares, de
acordo com a defini¢ao, sao poliedros arquimedianos. Do mesmo modo, os anti-prismas
cujas faces laterais sao tridngulos equilateros e as bases sao poligonos regulares também
sao arquimedianos.

Nas figuras 36 e 37, temos um exemplo de um prisma e de um anti-prisma arquime-
diano, respectivamente.

Exceto por uma classe de prismas e anti-prismas (ver figuras 36 e 37), existem apenas
treze poliedros arquimedianos e todos podem ser obtidos através de operagoes feitas sobre

os poliedros regulares convexos.
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Figura 36 — Prisma Octogonal Figura 37 — Anti-Prisma Hexagonal

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor

2.3 Apresentando os Poliedros arquimedianos

Os poliedros arquimedianos sao figuras geométricas obtidas através de operagoes nos
poliedros regulares convexos. Essas operagoes sao truncamentos (cortes), que sao de dois
tipos, ou snubificacdo, operagao que consiste em afastar todas as faces (rotacionando-as
ou nao) do poliedro primitivo e preenchendo os espagos vazios com poligonos regula-
res. Quando as faces sao afastadas sem rotacionarmos, chamamos essa snubificagdao de
expansao. Na sequéncia, explicaremos melhor cada uma das operacoes acima.

Segundo o dicionario Aurélio [4] Truncar [Do lat. truncare.] V.t.d. 1. Separar do
tronco. 2. Cortar parte de; mutilar. 3. Geom. Interceptar (sélido geométrico) por um
plano secante.

Das varias formas que existem para se truncar um poliedro, utilizaremos apenas duas
delas e vamos denominé-las de truncamento tipo-1 e tipo-2.

No truncamento tipo-1, o corte é feito pelos pontos médios das arestas que concor-

rem no mesmo vértice (ver figura 38).

Figura 38 — Cuboctaedro(corte tipo-1) Figura 39 — Cubo Truncado(corte tipo-2)

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor
No truncamento tipo-2, o corte ¢ feito de tal forma que a face do novo poliedro seja
um poligono regular que tenha o dobro do nimero de lados da face do poliedro primitivo
(antes do corte) (ver figura 39).
Observe que independente do tipo de truncamento, cada vértice se transforma em
uma nova face. Além disso, as partes retiradas sempre serdo piramides regulares, onde o
numero de lados do poligono da base sera igual ao nimero de arestas que concorrem em

um mesmo vértice (m), e o corte serd perpendicular ao eixo de pirdmide.
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Na expansao, afastamos todas as faces do poliedro e, entre as arestas afastadas,
o preenchimento é feito com 1 (um) quadrado, e entre os vértices o preenchimento é
feito com um poligono regular cujo niimero de lados é igual a m (nimero de arestas que
concorrem no mesmo vértice).

Na snubificagao, afastamos todas as faces do poliedro e as rotacionamos (normal-
mente é de 45 graus); entre as arestas afastadas, o preenchimento é feito com 2 (dois)
triangulos equilateros, e entre os vértices o preenchimento é feito com poligonos regulares:
triangulos, quadrados ou pentagonos, dependendo do valor de m.

Dos treze poliedros arquimedianos, nove sao obtidos por truncamento, dois por ex-
pansao e os outros dois por snubificagao. Os obtidos por truncamento sao chamados
de cuboctaedro, icosidodecaedro, tetraedro truncado, cubo truncado, octaedro
truncado, dodecaedro truncado, icosaedro truncado, cuboctaedro truncado e
icosidodecaedro truncado, enquanto que os obtidos por expansao sao chamados de
rombicuboctaedro e rombicosidodecaedro, e os obtidos por snubificagao sao o cubo
snub (ou cuboctaedro snub) e o icosidodecaedro snub. Estes dois tltimos sélidos
(o cubo snub e o icosidodecaedro snub) tém caso isomérfico, ou seja, uma figura de
espelho correspondente.

A partir de agora, apresentaremos os poliedros arquimedianos e suas caracteristicas

principais.

01. Cuboctaedro

Fazendo o truncamento tipo-1 no cubo ou no octaedro regular, obtemos o cu-
boctaedro (ver figuras 38 e 41). De fato, o octaedro possui 8 faces tridngulos equildteros,
12 arestas, 6 vértices e m = 4, portanto apos o truncamento vamos obter 8 faces tridngulos
equildteros (mesma quantidade de faces do octaedro) mais 6 faces quadradas (formadas
a partir dos 6 vértices do octaedro). Com isso, teremos um total de 14 faces. Dali,
24 =3F3+4F; =3x8+44x6=48, logo, A=24eV=A—-F+4+2=24—-14+2=12.

Figura 40 — Truncando o octaedro

Figura 41 — Cuboctaedro

Fonte: Produzido pelo autor

Fonte: Produzido pelo autor
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02. lcosidodecaedro

Fazendo o truncamento tipo-1 no dodecaedro regular ou no icosaedro regular,
obtemos o Icosidodecaedro (ver figura 43). De fato, o dodecaedro regular possui 12 faces
pentagonos regulares, 30 arestas e 20 vértices e m = 3. Portanto, apds o truncamento,
vamos obter 12 faces pentadgonos regulares (mesma quantidade de faces do dodecaedro)
mais 20 faces tridngulos equilateros (formadas a partir dos 20 vértices do dodecaedro).
Com isso teremos um total de 32 faces. Dai, 2A = 3F3 + 5F; = 3 x 204+ 5 x 12 = 120,
logo, A=60eV=A—-F+2=60—-32+2=30.

Figura 42 — Truncando o dodecaedro Figura 43 — Icosidodecaedro

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor
Agora faremos o truncamento tipo-2 nos 5 poliedros regulares e também no cuboc-
taedro e no icosidodecaedro. No truncamento tipo-2, o corte é feito de tal forma que a
face do novo poliedro seja um poligono regular que tenha o dobro do ntimero de lados da
face do poliedro primitivo (antes do corte). Toda vez que aparecer a palavra truncado

no nome de um poliedro, é porque se trata do truncamento tipo-2.

03. Tetraedro Truncado

O Tetraedro Truncado (figura 45) é obtido através do truncamento tipo-2 feito no
tetraedro regular (figura 44). O tetraedro regular possui 4 faces triangulares, 6 arestas,
4 vértices e m = 3. Portanto, fazendo o truncamento tipo-2 nesse poliedro, obtemos 4
faces hexagonais (mesma quantidade do tetraedro) mais 4 faces triangulares (formadas
a partir dos 4 vértices do tetraedro), formando um total de 8 faces. Dai, o niimero de
arestas e o numero de vértices sdo 2A = 3F3+ 6F5 =6 x 4+ 3 x 4 = 36, logo, A =18 e
V=A-F+2=18—-8+2=12).

Fi 44 - T do o tetraed
gura FHeaco o tetracdro Figura 45 — Tetraedro Truncado

) Fonte: Produzido pelo autor
Fonte: Produzido pelo autor
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04. Cubo Truncado

O Cubo Truncado (figura 47) é obtido através do truncamento tipo-2 feito no cubo
(figura 46). O cubo possui 6 faces quadradas, 12 arestas, 8 vértices e m = 3. Portanto,
fazendo o truncamento tipo-2 neste poliedro, obtemos 6 faces octogonais (mesma quan-
tidade das faces do cubo) mais 8 faces triangulares (formadas a partir dos 8 vértices do
cubo), formando um total de 14 faces. Dai, o nimero de arestas e o nimero de vértices
580 2A = 3F5+8Fy =3x8+8x6 ="72,logo, A=36eV =A—-F+2=36—-14+2 = 24.

Figura 46 — Truncado o cubo Figura 47 — Cubo Truncado

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor

05. Octaedro Truncado

O Octaedro Truncado (figura 49) é obtido através do truncamento tipo-2 feito no
octaedro regular (figura 48). O octaedro regular possui 8 faces tridngulos, 12 arestas, 6
vértices e m = 4. Portanto, fazendo o truncamento tipo-2 neste poliedro, obtemos 8 faces
hexagonais (mesma quantidade das faces do octaedro) mais 6 faces quadradas (formadas
a partir dos 6 vértices do octaedro), formando um total de 14 faces. Dai, o nimero de
arestas e o numero de vértices sao 2A = 4F, +6Fg =4 x 6+ 6 x 8 =72, logo, A =36 e
V=A-F+2=36—-14+2=24.

Figura 48 — Truncado o octaedro Figura 49 — Octaedro Truncado

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor

06. Dodecaedro Truncado

O Dodecaedro Truncado (figura 51) é obtido através do truncamento tipo-2 feito
no dodecaedro regular (figura 50). O dodecaedro regular possui 12 faces pentagonais,

30 arestas, 20 vértices e m = 3. Portanto, fazendo o truncamento tipo-2 neste poliedro,
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obtemos 12 faces decadgonos regulares (mesma quantidade das faces pentagonais do dode-
caedro) mais 20 faces tridngulos equildteros (formadas a partir dos 20 vértices do dodeca-
edro), formando um total de 32 faces. Dai, o nimero de arestas e o nimero de vértices sdo
2A = 3F3+10Fg = 3x20+10x12 = 180, logo, A =90e V = A—F+2 = 90—32+2 = 60.

Figura 50 — Truncado o dodecaedro Figura 51 — Dodecaedro Truncado

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor

07. lcosaedro Truncado

O Icosaedro Truncado (figura 2.4.2) é obtido através do truncamento tipo-2 feito
no icosaedro regular (figura 2.4.2). O icosaedro regular possui 20 faces triangulares, 30
arestas, 12 vértices e m = 5. Portanto, fazendo o truncamento tipo-2 neste poliedro,
obtemos 20 faces hexdgonos regulares mais 12 faces pentdgonos regulares (formadas a
partir dos 12 vértices do Icosaedro), formando um total de 32 faces. Dai, o nimero de
arestas e o nimero de vértices sao 2A = 5F5 4+ 6F5 = 5 x 12+ 6 x 20 = 180, logo, A = 90
eV=A-—F+2=90-32+2=060.

Figura 52 — Truncado o icosaedro Figura 53 — Icosaedro Truncado

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor

08. Cuboctaedro Truncado

O Cuboctaedro Truncado (ver figura 54) é obtido através de um truncamento feito
no cuboctaedro. O cuboctaedro (ver figura 41) possui 6 faces quadradas, 8 faces tridngulos
equilateros, 24 arestas, 12 vértices e m = 3. Portanto, fazendo o truncamento tipo-2 neste
poliedro, vamos obter 6 faces octogonais, 8 faces hexagonais e 12 faces retangulares
(formadas a partir dos 12 vértices), totalizando 26 faces. O truncamento do cuboctaedro
gera um poliedro que nao é arquimediano, pois algumas de suas faces nao sao poligonos

regulares (sdo retangulos), como mostra a figura 55. E facil verificar que qualquer corte
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em torno de um vértice, perpendicular ao eixo da piramide, gera um retangulo. Ja o
quadrildtero ABC'D (figura 55), maior corte possivel em torno do vértice, é um retadngulo
de lados medindo L e Lv/2. Qualquer outro corte em torno de um vértice, vai gerar

retangulos de lados proporcionais a L e Lv/2.

Figura 54 — Cuboctaedro Truncado (ou grande rombicuboctaedro)

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 55 — Vista de um Cuboctaedro a partir de um dos vértices

Fonte: Produzido pelo autor

Entretanto, fazendo um ajuste adequado, podemos transforma-lo em um poliedro
arquimediano. Para isso, basta fazer com que as faces retangulares se transformem em
quadrados. Dai, o nimero de arestas e o nimero de vértices sao 2A = 4F, + 6F; + 8Fg =
4x1246%x8+8x6=144,logo, A=T2e V=A—F+2=72—-26+2=48.

09. Icosidodecaedro Truncado

O Icosidodecaedro possui 20 faces triangulos equilateros, 12 pentagonos regula-
res, 60 arestas, 30 vértices e m = 4. Fazendo o truncamento tipo-2, vamos obter o
icosidodecaedro truncado ou (grande rombicosidodecaedro) (ver figura 56), que
possui 20 faces hexdgonos, 12 faces deciagonos e 30 faces retdngulos (formadas a par-
tir dos 12 vértices), totalizando 62 faces. Observe que o truncamento do icosidodeca-
edro gera um poliedro que ndao é arquimediano, pois algumas de suas faces nao sao
regulares (sao retangulos). Porém, fazendo um ajuste adequado, podemos transforma-
lo em um poliedro arquimediano. Para isso, basta fazer com que as faces retangula-

res se transformem em quadrados. Dai, o nimero de arestas e o numero de vértices
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sao 2A = 4F; 4+ 6Fs + 10Fy = 4 x 1246 x 20 + 10 x 12 = 360, logo, A = 180 e
V=A-F+4+2=180-62+2=120.

Figura 56 — Icosidodecaedro Truncado (ou grande rombicosidodecaedro)

Fonte: Produzido pelo autor

10. Rombicuboctaedro

Fazendo a expansao no cubo (ver figura 57) ou no octaedro regular, obtemos o rom-
bicuboctaedro (ver figura 58). Vamos raciocinar a partir do cubo, que possui 6 faces
quadradas, 12 arestas, 8 vértices e m = 3. O mesmo raciocinio poderia ser feito com o
octaedro. Com a expansao das faces do cubo, as 12 arestas formarao mais 12 quadrados.
Teremos, entdo, 18 quadrados (6 + 12 = 18) e mais 8 tridngulos equildteros (ja que sdo 8
vértices). Ficando um total de 26 faces. Dai, o nimero de arestas e o niimero de vértices
s80 2A = 3F3+4F; = 3x8+4x18 =96, logo, A =48 e V = A—F+2 = 48—-26+2 = 24.

Figura 57 — Expansao das faces do cubo Figura 58 — Rombicuboctaedro

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor

11. Rombicosidodecaedro (ou pequeno rombicosidodecaedro)

Fazendo a expansao no dodecaedro regular ou no icosaedro regular, obtemos o rom-
bicosidodecaedro (ou pequeno rombicosidodecaedro) (ver figura 59). Vamos ra-
ciocinar a partir do dodecaedro regular, que possui 12 faces pentagonos regulares, 30
arestas, 20 vértices e m = 3. O mesmo raciocinio poderia ser feito com o icosaedro.
Com a expansao das faces do dodecaedro, as 30 arestas formardao 30 quadrados e os
20 vértices formarao mais 20 tridangulos equilateros. Teremos entao 12 faces pentago-
nos regulares, mais 30 faces quadrados e mais 20 triangulos equildteros (ja que sao 20

vértices). Ficando um total de 62 faces. Dai, o nimero de arestas e o nimero de vér-
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tices sao 2A = 3F3 +4F, +5F5 = 3 x 20+ 4 x 30+ 5 x 12 = 240, logo, A = 120 e
V=A-F+2=120—-62+2=60.

Figura 59 — Rombicosidodecaedro (ou pequeno rombicosidodecaedro)

Fonte: Produzido pelo autor

12. Cubo snub (ou cuboctaedro snub)

Fazendo a snubificagdo no cubo ou no octaedro regular, obtemos o cubo snub (ou
cuboctaedro snub) (ver figura 60). Vamos raciocinar a partir do cubo, que possui 6
faces quadradas, 12 arestas, 8 vértices e m = 3. O mesmo raciocinio poderia ser feito
com o octaedro. Com a snubificagdo do cubo, teremos 24 triangulos equildteros, que irao
preencher os espacos vazios entre as arestas afastadas do cubo, 8 triangulos equildteros,
formados a partir dos vértices (pois m = 3), além dos 6 quadrados que ji existiam,
ficando um total de 38 faces. Dai, o nimero de arestas e o nimero de vértices sao
2A =3F3+4F; =3x324+4x6=120,1logo, A=60eV =A—F+2=60—-38+2=24.

Figura 60 — Cubo snub (ou cuboctaedro snub)

Fonte: Produzido pelo autor

13. Dodecaedro snub (ou icosidodecaedro snub)

Fazendo a snubificacdo no dodecaedro regular ou no icosaedro regular, obtemos o
dodecaedro snub (ou icosidodecaedro snub) (ver figura 61). Vamos raciocinar a
partir do dodecaedro, que possui 12 faces pentagonos regulares, 30 arestas, 20 vértices
e m = 3. O mesmo raciocinio poderia ser feito com o icosaedro. Com a snubificacao
do dodecaedro, teremos 60 tridngulos equilateros, que irdo preencher os espacos vazios
entre as arestas afastadas do dodecaedro, 20 tridngulos equilateros, formados a partir dos

vértices (pois m = 3), além dos 12 pentdgonos regulares que ja existiam, ficando um total
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de 92 faces. Dai, o nimero de arestas e o nimero de vértices sdo 2A = 3F; + 5F5 =
3x80+5x12=2300,logo, A=150eV =A— F+2=150—-92+ 2 = 60.

Figura 61 — Dodecaedro snub (ou icosidodecaedro snub)

Fonte: Produzido pelo autor

Observagao: Fazendo o Truncamento tipo-1 no tetraedro regular, vamos obter o Oc-
taedro Regular. Fazendo a Snubificacao no tetraedro regular, vamos obter o Icosaedro

Regular e fazendo a Expansao no tetraedro regular, obtemos o Cuboctaedro.

2.3.1 As planificacoes

Por definicao, a superficie de um poliedro é formada por poligonos planos. Esses
poligonos podem ser colocados sobre uma superficie plana de tal maneira que cada uma
das faces do poliedro tenha pelo menos um lado em comum com outra face. Dessa
forma, obtemos uma figura plana que é chamada de planificagao da superficie do poliedro,
ou simplesmente planificacdo do poliedro. Podemos formar arranjos de planificacoes de
varias formas diferentes, desde que as faces estejam ligadas a pelo menos uma das arestas.

Vejamos como fica uma das formas de planificacoes dos treze poliedros arquimedianos.

Figura 63 — Icosidodecaedro(02)
Figura 62 — Cuboctaedro(01)

Fonte: Produzido pelo autor
Fonte: Produzido pelo autor
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Figura 65 — Cubo truncado(04)

Figura 64 — Tetraedro truncado(03)

Fonte: Produzido pelo autor

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 66 — Octaedro truncado(05)
Figura 67 — Dodecaedro truncado(06)

Fonte: Produzido pelo autor
Fonte: Produzido pelo autor

Figura 68 — Icosaedro truncado(07)
Figura 69 — Icosidodecaedro truncado(08)

Fonte: Produzido pelo autor

Fonte: Produzido pelo autor
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Figura 71 — Rombicuboctaedro(10)

Figura 70 — Cuboctaedro truncado(09)

Fonte: Produzido pelo autor

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 72 — Rombicosidodecaedro(11) Figura 73 — Cubosnub(12)

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor

Figura 74 — Dodecaedrosnub(13)

Fonte: Produzido pelo autor
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2.3.2 Caracteristicas dos treze Poliedros de Arquimedes

Na tabela abaixo trazemos informacoes importantes sobre os treze poliedros de Arqui-
medes. A tabela foi montada da seguinte forma: Primeiramente colocamos os poliedros
obtidos com o corte tipo-1, depois os obtidos com o corte tipo-2, logo depois, vém os
obtidos por expansao e, por tltimo, os obtidos através da snubificacdo. Observe na tabela
que temos 2(dois) poliedros formados com o corte tipo-1, 7(sete) poliedros com o corte
tipo-2, 2(dois) poliedros com a expansao e 2(dois) poliedros com a snubificagdo. Na ta-
bela abaixo, usamos a seguinte simbologia: triangulo (T), quadrado (Q), pentdgono (P),

hexagono (H), octégono (O), decagono (D).

Figuras | nome do poliedro F| V] A m As Faces Arranjo
Cuboctaedro 141 12 | 24 | 4 8T e 6Q QTQT
Icosidodecaedro 32130 | 60 | 4 20T e 12P PTPT
Tetraedro Truncado 8§ | 12 | 18 | 3 4T e 4H HHT
Cubo Truncado 14 24 | 36 | 3 8T e 60 ooT
Octaedro Truncado 14124 | 36 | 3 6Q e 8H HHQ

Dodecaedro Truncado | 32 | 60 | 90 | 3 20T e 12D DDT

Icosaedro Truncado 321 60 | 90 | 3 12P e 20H HHP

Cuboctaedro  Trun- | 26 | 48 | 72 | 3 12Q, 8H e 60 | QHO
cado

Icosidodecaedro Trun- | 62 | 120 | 180 | 3 | 30Q, 20H e 12D | QHD
cado (ou grande rom-
bicosidodecaedro)

Rombicuboctaedro 26 | 24 | 48 | 4 8T e 18Q) TQQQ

Rombicosidodecaedro(qu62 | 60 | 120 | 4 | 20T, 30Q e 12P | TQPQ
pequeno rombicosido-
decaedro)

Cubosnub(ou cuboc- | 38 | 24 | 60 | 5 32T e 6Q TTTTQ
taedro snub)

Dodecaedrosnub  (ou | 92 | 60 | 150 | 5 80T e 12P TTTTP
icosidodecaedro snub)
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2.4 Oficina

Os poliedros arquimedianos podem ser inseridos e abordados no contexto do ensino
béasico. “Vygotsky, na Rissia, e Bruner, nos Estados Unidos, concordaram que as ex-
periéncias no mundo real constituem o caminho para a crianga construir seu raciocinio”.
[5]

Uma oficina é uma ferramenta pedagogica na qual o participante adquire conhecimento
através da experiéncia préatica, sendo um importante meio na construgao de saberes. E
na oficina que se produz o conhecimento pratico e tedrico, de forma ativa e reflexiva. Vale
ressaltar que a oficina também poderia ser vista como o local de sedimentagao de um
estudo tedrico prévio. “Piaget deixou claro que o conhecimento se da pela agao refletida
sobre o objeto.” [5]

Este é um tema em que o lidico pode ser trabalhado como uma ferramenta pedagogica
de ensino e aprendizagem, ou seja, podemos usa-lo para que os alunos aprendam atra-
vés das construcoes e montagens; aprender se divertindo, aprender brincando, aprender
fazendo e observando o mundo fisico (mundo real).

De acordo com [6], lddico (adjetivo) significa “Feito através de jogos, brincadeiras,
atividades criativas. Que faz referéncia a jogos ou brinquedos: brincadeiras lidicas. Di-
vertido; que tem o divertimento acima de qualquer outro propdsito. Que faz alguma coisa

simplesmente pelo prazer em fazé-la.”
Segundo Lorenzato [5]

“Muitos foram os educadores famosos que, nos tultimos séculos, ressalta-
ram a importancia do apoio visual ou visual-tatil como facilitador para a
aprendizagem. Assim, por exemplo, por volta de 1650, Comenius escre-
veu que o ensino deveria dar-se do concreto para o abstrato, justificando
que o conhecimento comeca pelos sentidos e que sé se aprende fazendo.
Locke, em 1680, dizia da necessidade da experiéncia sensivel para alcan-
car o conhecimento. Cerca de cem anos depois, Rousseau recomendou
a experiéncia direta sobre os objetos, visando & aprendizagem.”

O interessante é que os sélidos arquimedianos, por si s6, tem essa caracteristica estética
recreativa; uma beleza plastica e visual que fascina e faz com que o aluno queira manusea-
la e queira brincar de fazer montagem. Sao essas brincadeiras que precisamos resgatar.
Temos que trazer, na medida do possivel, o divertimento para dentro da sala de aula. O
brincar, como ferramenta educativa, talvez seja, na maioria das situacoes, a melhor forma
de aprendizagem. “Arquimedes revelou o modo pelo qual fazia descobertas matematicas
e confirmou a importancia das imagens e dos objetos no processo de construgao de novos

saberes.” [5]

2.4.1 Estrutura da oficina

O objetivo da oficina é tornar conhecido os poliedros arquimedianos, possibilitar a

expansao sobre o conhecimento da geometria espacial, desenvolvendo o pesamento geo-
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métrico e aprimorando a visao espacial. Além disso, revisar e ampliar os conceitos de
vértices, arestas e faces e principalmente de volume e de areas de superficies.

Para a realizacao da oficina sera necessario computador, data show, papel cartao, cola,
caneta, tesoura, régua, transferidor e compasso.

Sugerimos que a oficina seja dividida entre parte teérica e parte pratica. A parte
tedrica, deve ser apresentada através de slides (com duragio sugerida de duas horas), um
resumo sobre poliedros regulares convexos e de Arquimedes.

Na parte dos poliedros regulares convexos, sugerimos abordar as relagoes mais impor-
tantes: entre arestas e faces, entre arestas e vértices, e a relacao Euler para poliedros
convexos. Além disso, apresentar os cinco poliedros regulares convexos: Tetraedro, He-
xaedro, Octaedro, Dodecaedro e Icosaedro.

Em seguida, sugerimos abordar os poliedros de Arquimedianos, seguindo o roteiro

abaixo:
o fazer uma breve introducao sobre o personagem Arquimedes;
e definir os poliedros arquimedianos;
 apresentar os prismas e anti-prismas (classes de poliedros arquimedianos);

e mostrar como se obtém um poliedro arquimediano através de truncamento (os dois

tipos), da expansao (rombo) e do snubiamento;

o mostrar aos alunos os 13 poliedros de Arquimedes, tanto através de slides como

através de modelos construidos com papel cartao;
« falar sobre a formacgao dos nomes de cada poliedro;

 apresentar os videos [7, 8, 9] mostrando a construgao de alguns poliedros arquime-

dianos através da expansao e através do snubiamento.

Em seguida, sugerimos entregar a cada aluno uma ficha com 13 problemas sobre
poliedros arquimedianos (2.4.2) para que seja resolvida em sala.

Na parte pratica, sugerimos dividir os alunos em grupos de 3 ou 4 pessoas, e que cada
grupo receba caneta, folha de papel cartdo, cola, tesoura, régua, compasso e transferi-
dor, como também as 13 planificagbes(2.3.1). Cada grupo deve escolher uma das treze
planificacbes. Antes de comecar a montagem do sélido, cada grupo precisara redesenhar
de forma ampliada a planificacdo no papel cartdo. Nesse momento, pode ser necessaria
uma intervengao sobre a construgdo de poligonos regulares semelhantes (usando régua,

compasso e transferidor). Depois disso, deve ser iniciada a construgao e montagem das

pecas.
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2.4.2 Lista de exercicios

01.

02.

03.

04.

05.

06.

07.

No truncamento do tipo-1, se uma das faces do poliedro primitivo (antes de truncar)

possuir n lados, quantos lados tera essa mesma face no poliedro truncado?

No truncamento do tipo-2, se uma das faces do poliedro primitivo (antes de truncar)

possuir n lados, quantos lados terd essa mesma face no poliedro truncado?

No truncamento do tipo-1, se o poliedro primitivo (antes de truncar) tiver A arestas,

quantos vértices tera o poliedro truncado?

No truncamento do tipo-2, se o poliedro primitivo (antes de truncar) tiver A arestas,

quantos vértices tera o poliedro truncado?

Se o poliedro primitivo (antes de truncar) tiver F' faces e V vértices, quantas faces
tera o poliedro truncado? A resposta serda mesma qualquer que seja o tipo de corte?

Justifique sua resposta.

Os poliedros arquimedianos sao obtidos por operagoes feitas sobre os Poliedros Re-
gulares. Essas operacoes podem ser truncamento (cortes) de dois tipos ou através
de uma snubificagdo (operagao que consiste em afastar todas as faces do poliedro,
e preencher os espagos vazios resultantes com poligonos regulares). Qual poliedro
regular devemos fazer o truncamento do tipo-1 para obtermos o cuboctaedro da
figura abaixo? Existe algum outro poliedro regular que gera o cuboctaedro? Caso

exista, qual seria?

Fonte: Produzido pelo autor

Encontre o poliedro regular cujo truncamento gera o poliedro da figura abaixo?

Fonte: Produzido pelo autor
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08. Quais sao os dois poliedros regulares que, com o truncamento tipo-1, geram o poli-

edro da figura abaixo?

Icosidodecaedro

Fonte: Produzido pelo autor

09. Fazendo o truncamento do tipo-1, quantos poliedros truncados podemos obter a

partir dos poliedros regulares? Quais sao esses poliedros truncados?

10. Fazendo o truncamento do tipo-2, quantos poliedros truncados podemos obter a

partir dos poliedros regulares 7 Quais sao esses poliedros truncados?

11. Através de um tetraedro regular de aresta medindo 6 cm, podemos obter o tetraedro

truncado (figura colorida).

Fonte: Produzido pelo autor

Em relagao ao tetraedro truncado da figura acima, calcule:

a) O numero de Arestas, Faces e Vértices;

)
b) A medida da aresta;
c) A érea total;

)

d

O volume.

12. Através de um cubo de aresta medindo 6 cm, podemos obter o Cuboctaedro

(Figura-1), e também o Cubo Truncado (Figura-2).
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2. Poliedros Arquimedianos

Figura— 1 Figura—Q

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor

Em relacao aos poliedros das figuras acima, calcule:

a)
b)
c) A érea total;
d)

O numero de Arestas, Faces e Vértices;

A medida da aresta;

O volume.

13. Através do icosaedro regular (Figura-1), podemos obter, através do truncamento
tipo-2, o Icosaedro Truncado (Figura-2) . Seja um icosaedro regular de aresta me-

dindo 6¢cm.

Figura-1 Figura-2

Fonte: Produzido pelo autor Fonte: Produzido pelo autor

Do icosaedro Truncado, poliedro da Figura-2, calcule os itens abaixo sabendo que o
sen(54°) = @.

a) O ntmero de Arestas, Faces e Vértices;
b) A medida da aresta;

c) A drea da superficie.

No final tudo vai dar certo, se ndo deu certo até agora é por que ainda ndo

chegou ao final. Domingos Sabino (Pai de Fernando Sabino)
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2.5 Consideracoes finais

A geometria é uma area da matematica que fascina o homem desde os primoérdios.
E dificil saber, com boa precisio, quando foi que o homem teve o seu primeiro contato
com a geometria. Mas, uma coisa ¢ certa: o homem, naturalmente, tem a curiosidade e
a necessidade de comparar e medir as coisas. Talvez, devido a essa caracteristica, é que
a geometria tenha dado os seus primeiros passos. Os povos antigos, como os sumérios,
os babilonios, os chineses e os egipcios, sao alguns exemplos de povos que possuiam
grandes habilidades em matematica. Como todos sabem, os gregos antigos, através de
Tales de Mileto, Pitagoras, entre outros, também deram grandes contribui¢ées para a
geometria, principalmente com a grande obra de Euclides, que reuniu 13 volumes com
toda a geometria da época, chamada “Os Elementos”. Outro grande matematico grego,
com grandes contribuicoes, foi Arquimedes. Por sinal, foi ele quem estudou os poliedros
arquimedianos, figuras que, por si s6, possui uma beleza ludica, pela estética e pela forma.
Foi a partir dai que surgiu a ideia de fazer um trabalho sobre esse tema. E sabido que
os poliedros de convexos regulares fazem parte do programa do ensino médio no Brasil,
diferentemente dos poliedros arquimediano. Obviamente que, em alguns momentos, o
professor (e/ou aluno) pode se deparar com alguns problemas que envolvem poliedros
arquimedianos, mas, quando isso ocorre, é uma abordagem muito superficial. Por isso, um
dos objetivos deste trabalho foi criar um material que pudesse ser utilizado por professores
e alunos do ensino bésico. Neste trabalho, abordamos os 13 poliedros arquimedianos,
além dos prismas e dos antiprismas, mostramos a construcao de cada um dos poliedros e
algumas defini¢oes. E, no final, apresentamos uma proposta de oficina que servird como

facilitador do ensino aprendizagem.
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3 Uma Analise como o Contelido de Sequén-

cias se Apresenta nos Livros Didaticos do

Ensino Médio

Andreia Simone da Silval

Tarciana Maria Santos da Silva?

Resumo: Este trabalho tem como objetivo apresentar uma andlise de como o contetdo de
sequéncias se apresenta nos livros didaticos do ensino médio. Os livros de matematica abordados
neste trabalho foram os selecionados pelo Programa Nacional do Livro Didéatico (PNLD) de 2018-
2020, os quais tiveram os diversos tipos de contextualizagdo desse tema. A proposta foi realizada
com duas turmas do 1° ano do Ensino Médio de uma escola publica estadual buscando investigar
qual dos tipos de contextualizagdo os discentes teriam menos dificuldades em encontrar padroes
e escritas matematicas baseado em saberes de sequéncias, progressoes aritméticas e geométricas.
Com este estudo, buscamos contribuir na escolha de material didatico adequado que contenha
atividades propostas que possam estar aliadas ao aprendizado dos alunos bem como um material
que sirva como um componente a mais para auxiliar os professores de matematica nas suas aulas.

Palavras-chave: Sequéncia. Progressdo Aritmética. Progressao Geométrica.

3.1 Introducao

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular [1], no Ensino Fundamental, é
esperado que os estudantes desenvolvam a capacidade de identificar oportunidades para
aplicar conceitos, métodos e resultados matematicos na resolucao de problemas, interpre-
tando suas solugoes em relagao a situagoes do dia a dia, outras disciplinas e a propria
Matematica. O ponto crucial reside na integracao dos procedimentos em um contexto de
significado mais amplo, onde o foco nao esta na propria execucao do calculo, mas sim nas
conexoes que ele estabelece entre diversos conhecimentos ja adquiridos pelos estudantes.
Prosseguindo com essa estrutura, no Ensino Médio, o enfoque se volta para a construcgao
de uma compreensao unificada da aplicacao da Matematica a realidade, além do desenvol-
vimento de contetidos de maior abstragao, os quais auxiliam na explica¢do do pensamento

matematico. Nessa perspectiva,

aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacio-
nada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competén-

Escola Estadual EREM Professora Amélia Coelho, andreia.camb@hotmail.com

2 Universidade Federal Rural de Pernambuco, tarciana.silva@ufrpe.br
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cias e habilidades que sdo essencialmente formadoras, & medida que ins-
trumentalizam e estruturam o pensamento do estudante, capacitando-o
para compreender e interpretar situacoes para se apropriar de linguagens
especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusées proprias, to-
mar decisoes, generalizar e para muitas outras agdes necessarias a sua
formagéao [2].

Sabendo que o estudo das sequéncias e das progressoes aritméticas e geométricas leva
os estudantes do Ensino Médio a vivenciarem seus conhecimentos em situagoes diversifica-
das, como em outras areas de conhecimento, nas atividades tecnoldgicas e nas atividades
cotidianas. Por exemplo, as progressoes aritméticas e geométricas sdo ferramentas im-
portantes no desenvolvimento da matematica financeira, além de estarem envolvidas em
pesquisas no ramo da Biologia (cultura de bactérias), em cédlculos estatisticos (graficos
em progressoes), em Geografia (crescimento populacional), em Fisica (movimento pro-
gressivo) entre outros. Neste trabalho realizamos um estudo sobre sequéncias, séries,
progressoes aritméticas, progressoes geométricas, uma revisao literaria dos oito livros
sugeridos pelo Programa Nacional do Livro Didético (PNLD) de 2018-2020, do Ensino
Médio e propomos uma atividade com questoes de diversas areas, escolhidas a partir da

analise realizada nos livros que compoem o PNLD.

3.2 Andlise dos Livros

Nesta se¢ao analisamos como sao abordados os assuntos: sequéncias, progressao arit-
mética (P.A.) e progressao geométrica (P.G.), nos oito livros de matemadtica selecionados
pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) de 2018/2020, dos quais sdao: Ma-
tematica — Ciéncia e aplicagoes, [3]; Conexdes com a matemadtica, [4]; Matematica -
Quadrantes, [5]; Contexto & aplicagoes, [6]; Matematica - Contato, [7]; Matematica -
Interagao e tecnologia, [8]; Matematica - Paiva, [9] e Matemdtica para compreender o
mundo, [10].

Com excecao dos livros de [3] e [4], todos os outros livros apresentam no inicio do
capitulo sobre sequéncias uma introdugao que busca envolver os alunos de maneira lidica
e atrativa. Nessa abordagem, o foco nao se concentra unicamente nos aspectos numéricos
do calculo, mas sim nas interagoes que ele pode estabelecer com os conhecimentos prévios
dos estudantes. Essa estratégia procura integrar o conceito de sequéncias a contextos
familiares, utilizando exemplos do cotidiano para ilustrar como padroes e progressoes
podem ser encontrados em situagoes tao diversas quanto a expansao de padroes em ani-
magoes, em artes, em eventos esportivos ou até mesmo na natureza. Assim, a introducao
mais ludica nao apenas torna o aprendizado envolvente, mas também ajuda os estudantes

a reconhecerem a aplicabilidade desses conceitos em seu mundo cotidiano.
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Figura 75 — Apresentacao: Ensaio da orquestra Thai

Fonte:[5, pp. 170-171]

Ja o livro de [5], por exemplo, apresenta a imagem do ensaio de uma orquestra com-
posta por deficientes visuais explorando os beneficios da musica para saude e a memori-
zacao das sequéncias de notas apés a leitura das pautas em braile.

O livro de [6] apresenta o nimero de pétalas que pode ter uma margarida (13, 21
ou 34), pois esses numeros fazem parte de uma sequéncia conhecida como sequéncia de

Fibonacci.

Figura 76 — Apresentacao: Margarida

Fonte:[6, p. 207]

O livro de [7] traz uma técnica utilizada para dar movimento aos desenhos animados
chamado de flipagem, na qual é criada uma sequéncia de desenhos muito parecidos, em
que ha detalhes diferentes entre um desenho e o desenho seguinte, de modo que, ao passar

rapidamente essas imagens em sequéncia, tem-se a ilusao de movimento.
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Figura 77 — Apresentacao: Produzido por Don Hahno, O Rei Ledo.

As progressoes
T

Fonte:[7, pp. 194-195]

O livro de [8] apresenta o capitulo fazendo uma relacdo entre Matemética e Arte

usando os fractais.

Figura 78 — Apresentacao: Fractal e Cubo de Sierpinski
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Fonte:[8, pp. 178-179]

O livro de [9] mostra a imagem de um atleta e apresenta informagdes sobre alguns
cuidados que devemos ter ao iniciar a pratica de uma atividade fisica; em seguida traz

perguntas sobre a situagao de um atleta se preparando para uma competicao.
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Figura 79 — Apresentagao: Atleta

T

s J.

Fonte:[9, p. 6]

O livro de [10] traz figuras conhecidas como curva do floco de neve de Koch, mostrando
como ela foi obtida, concluindo que a medida do lado dos tridngulos construidos em cada

etapa forma uma sequéncia de nimeros.

Figura 80 — Apresentacao: Curva do floco de neve de Koch

A figura abaixa & conhecida como curva do floco de neve de Koch, obtida a partir de
uma sequinela de construgiies nos lados de um trifngulo equilitero.

Optenos por nseiii exln capfivio schew sequiincias rumdiicas o
progressdes & 4 lusgdas mpenencial o logailmeca pofue

i L
& abordar a nogla da Ll
por s da progressio
aNEalg ) BprEnodngen

0 matemdtico Helge von Koch (1870-1924), em 1904, obteve essa figura a partir de um
tridingulo equilitero de lade de medida 1. Observe as trés primeiras figuras dessa sequéncia.

Voot consegue descobrir coma a segunda ¢ a terceira figuras foram obtidas a partir da
primeira?

Consideremos um tridngulo equiliters de lado de medida 1. Dividimos cada um de seus
lados em tri¢s partes iguais.

No tergo médio de cada lado, construfmes noves tridngulos equiliteros. O resultado ¢
urma linha poligonal fechada de 12 lados.

No estigio seguinte, fazemos a divisio de cada um dos 12 lados da linha peligonal em
trés partes iguais e construimos noves trifngulos equiliteros sobre os tergos médios, e
assim sucessivamente,

A medida do lado dos triingulos construidos em cada etapa forma uma sequéncia de
nitmeros, Como podemos descrever essa seguéncia?

Fonte:[10, p. 142]
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3.2.1 Introducdo as Sequéncias

Exceto no caso do livro de [10], em que o autor apenas menciona o exemplo dado
na abertura do capitulo, comeca com os aspectos tedricos, define sequéncia como uma
organizacao de nimeros, na qual podem ter ou nao uma lei de formacao, podendo ser
finitas ou infinitas, os demais livros definem sequéncias de uma maneira mais formal,
como é definida nos textos universitarios, inter-relacionando com o conceito de funcao,
cujo dominio é o conjunto N e o contradominio um conjunto nao vazio. Apesar disso, esses
livros, antes de apresentar a definicdo, contextualizam com problemas que se conectam
ao mundo real, porém, trazendo uma perspectiva mais matematica, direcionando aos
aspectos do cédlculo. Nesse contexto, a inclusao de um problema situado no contexto
cotidiano oferece uma ponte para que os estudantes percebam a relevancia da matematica
e como esses conceitos tém aplicacao pratica, mesmo quando inicialmente concentrados
no aspecto mais teérico.

As contextualizacoes apresentadas abordam diversos topicos interessantes como a re-
lacao entre os nimeros de funcionarios e o tempo de funcionamento de uma empresa, os
jogos Pan-Americanos, mateméatica financeira, dias da semana, meses do ano, a Copa do
Mundo de Volei de praia, a disposicao das poltronas nas fileiras de um teatro e até mesmo
a aparicao do cometa Halley. Cada uma dessas abordagens visa despertar o interesse dos

estudantes e envolvé-los na evolugao dos conceitos em questao.

Figura 81 — Contextualizacdo: Cometa Halley.

O cometa Halley pode ser visto da
Terra a olho nu a cada 76 anos, aproxi-
madamente. Como sua (ltima aparigdo
foi no ano de 1986, & possivel prever
que suas proximas aparigdes serao por
volta dos anos de 2062, 2138, 2214,
2290 e assim sucessivamente.

Fotografia do cometa Halley, feita com
0 auxilio de um telescdpio da Estagio
Boyden, no Peru, em 21 de abril de 1910,

Podemos representar esses anos da seguinte maneira:
(1986,2062,2138,2214,2290,...)

Note gue esses anos 530 elementos de um conjunto e estdo organizados em
certa ordem, formando assim uma sequéncia ou sucessao. Nessa sequéncia, 1986 &
0 primeiro termo, 2062 & o segundo termo, 2138 € o terceiro termo, 2214 & o quarto
termo, 2290 & o quinto termo e assim por diante.

Fonte:[8, p. 180]

Um fato interessante aparece nos livros de [7] e [8] uma proposta de elaboragao de
problemas, importante para que os estudantes desenvolvam a capacidade de abstrair,

como propoes a BNCC, [1].
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Figura 82 — Elaboragao de problemas.

7. Escreva uma sequéncia numérica e solicite a um
colega que determine a férmula do termo geral
dessa sequéncia. Em seguida, verifique se ele
resolveu corretamente.

Fonte:[8, p. 182]

Em relagdo aos exercicios sobre sequéncias, apenas o livro de [3] ndo traz nenhum

problema com contextualizacao.

3.2.2 Progressao Aritmética

O livro de [3] introduz progressao aritmética com a construgao de quadrados justa-
postos formados por palitos de fésforo, muito 1til para identificar padroes, além disso,
essa abordagem oferece a possibilidade de ser realizada de forma pratica, permitindo uma

experiéncia concreta.

Figura 83 — Observacao de regularidades.

As figuras seguintes mostram a construgdo de quadrados justapostos usando palitos.

12 figura:
L] -
i (g ]
22 figura:
L - -
™ " [ i
3¢ figura:
Consulte as respostas nas
L - - e Orientagbes Didaticas

a) Mantendo o padrao apresentado, desenhe, em seu caderno, a 4%, 5 e 6* figuras.

b) Construa a sequéncia correspondente a quantidade de palitos usados na construgao de cada
figura. Qual é a regularidade que vocé observa?

c) Obtenha o termo geral dessa sequéncia.
d) Quantos palitos sdo usados na construgao da 254 figura?
e) Qual é a posicao da figura feita com 493 palitos?

Fonte:[3, p. 174]

A matematica financeira aparece no livro de [4], por meio de uma tabela de pregos que
estabelece uma relagao entre a quantidade de fotocépias realizadas e o valor a ser pago.
Ja no livro de [7], essa temadtica é explorada usando uma tabela de pregos que relaciona
a quantidade de passagens adquiridas em uma certa companhia de transporte coletivo.

Um outro tema abordado é o da produtividade. No livro de [5], é discutida a quan-
tidade total de livros lidos por um aluno. Ja no livro de [6], é analisada a quantidade

de produtos que foram produzidos por uma empresa ao longo de um determinado ano.
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Ainda sobre a mesma temaética, o livro de [9], trata da construgao de uma nova linha de
metro.

Os autores citados nesta subsecao usam a mesma estratégia para introduzir os con-
ceitos e definigoes do topico em discussao. Esses elementos aparecem gradualmente a
medida que a andlise do problema contextualizado se desenvolve.

Somente o livro de [10] difere ao nao utilizar uma contextualiza¢do para introduzir o
tema. Em vez disso, ele apresenta trés sequéncias em progressao aritmética e convida os
leitores a observarem algum padrao que possa ser identificado para a obtengao dos termos

sucessores apresentados.

Figura 84 — Sequéncia em progressao aritmética.
== - -

Ohserve estas sequéncias:
a) 2,581, ..
b) 35,30,25,20,15, ..

c) 1,101 1,02; 1,03; 1,04; ...

Pense em como vocé pode obter, em cada uma dessas sequéncias, o segundo termo a
partir do primeiro, o terceiro termo a partir do segundo, 0 quarto termo a partir do tercei-
ro, e assim por diante.

Vocé deve ter notado que, na primeira sequéncia, cada termo a partir do segundo é
obtido pela adigdo do 3 ao termo anterior a ele:

2~ 5~ B~ 11
+3 +3 +3

J4 na segunda sequéncia, cada termo a partir do segundo é obtido quando subtraimos
5, 0u Somamos -5, a0 termo anterior a ele:

35— 30~ _ -~ 25~ 20~ _-15.
-5 =5 — 5 5

Finalmente, na terceira sequéncia, cada termo a partir do segundo ¢ obtido quando
somamos 0,01 ao termo anterior a ele:

I 101~ _~102~_  _~103n_ -~ 10%4.
+ 0,01 + 0,01 + 0,01 + 0,01

A esse tipo de sequéncia chamamos progressao aritmética.

Fonte:[10, p. 149]

Todos os livros apresentam exercicios relacionando as progressao aritmética e geomé-
trica, com excecao do livro de [10]; os livros de [4], [6] e [8] trazem exercicios envolvendo
matemadtica financeira, além disso, os livros de [9] e [10] apresentam uma proposta de
elaboracao de problemas envolvendo progressao aritmética.

Todos os autores fazem uma conexao entre funcao afim e progressao aritmética. No
livro de [4], essa conexao ¢ desenvolvida por meio de uma contextualizagdo usando o

exemplo de um técnico em reparo de instalagoes elétricas e sua taxa de cobranca em
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relacdo ao tempo de servigo, fazendo em seguida a representacao grafica de tal problema.
Nos livros de [3], [6], [9] e [10] essa relagdo é mostrada apenas pela representacao grafica
formada por um conjunto discreto de pontos. Ja em [5], além de fazer a representagio
grafica, é demonstrado que a progressao aritmética a, = a; + (n — 1)r possui a mesma lei
de formacéo de f(z) = ax + b, sendo a = r e b = a; — . E também provado que dadas
a funcao afim f(x) = ax 4+ b e uma progressao aritmética (a,) de razao r, entao (f(n)) é
uma progressao aritmética de razao a e (f(a,)) é uma progressao aritmética de razao ar.
Essa mesma demonstracao aparece em [7] e [8].

Apenas os livros de [7] e [8] trazem uma conexao entre progressao aritmética e fun-

cdo quadratica apresentado que a funcao f : R — R serd uma funcao quadratica, de-

finida por f(z) = ar®? + bx + ¢ com a # 0, se, e somente se, para toda progressao
aritmética (1,9, 23,...,Ty,...) de razdo nao nula r as diferengas f(z2) — f(z1), f(x3) —
f(za), f(xy) — f(xs),..., f(xy) — f(xn_1),... formam uma nova progressao aritmética e

essa razao dessa nova progressao serd 2ar?.

Figura 85 — Progressao aritmética e fungdo quadratica

Seja a fungdo f:R— R dada por f(x)=x*-2 e a PA (0,2,4,6,8,...) de razéo 2.
Calculando f(0), f(2), f(4), f(6), f(8).... obtém-se uma outra sequéncia.

(-2,2,14,34,62,...)

Note que essa sequéncia ndo e uma PA, pois a diferenca entre os termos conse-
cutivos nao é constante.

f(2)-f(0)=2-(-2)=4
f(4)-f(2)=14-2=12

f(6)-f(4)=34-14=20
f(8)-f(6)=62-34=28

No entanto, esses resultados formam uma nova sequéncia (4,12,20,28,...), que é
uma PA, nesse caso, de razao 8.

Uma fungao f : R — R serd definida por uma funcdo quadratica do tipo f(x)=ax* +bx +c,
coma=0, se, e somente se, para qualquer PA (X, X,, X3, X,,..., X,,,...) de razdo r diferente de
zero, a sequéncia das diferengas (f(x,)—f(x,), (%)= F(x.), £ ()= £ ). £(X,) = F(X,0)..)
for uma PA de razdo 2ar’.

Fonte:[8, p. 190]

3.2.3 Progressao Geométrica

Os livros de [3] e de [8] introduzem progressao geométrica de uma maneira bem atual
e relevante ao descrever a velocidade com que as noticias podem se espalhar através das

redes sociais.
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Figura 86 — A propagacao de uma noticia

Vocé ja imaginou a velocidade com que uma noticia, corrente, foto, video ou boato podem ser

multiplicados pelas redes sociais? ;
Suponha que, em certo dia, dois amigos criaram um blogue sobre satide e bem-estar, com dicas,

receitas de comidas saudaveis, relatos de experiéncias pessoais etc. N
Mo dia sequinte, cada um desses amigos convidou 1rés novos amigos para visitar o blogue. Cada

um desses trés novas amigos convidou, no outro dia, trés outros amigos para visitar o blogue e

assim sucessivamente.

Faca o que se pede a seguir. ] _ ) = )
Suponha gque esse padrao seja mantido e que ninguem seja convidado a visitar o blogue por mais

de um amign_ Consulie as resgostas nas Onemagoes Didaticas
a) Comecando pela dia em que o blogue foi criado, escreva a sequéndia que representa 0 numera

didrio de visitantes do blogue’
b) Responda: qual & a regularidade que vocé observa nessa seguéncia?

¢) Obtenha um termao geral dessa sequéncia.
d) Responda: em quantos dias (considere o dia 1 o dia da criagdo do blogue) o numero de visitas
digrias ao blogue terd superada 1 milhao? Use uma calculadora.

Fonte:(3, p. 182]

Também atual e relevante, a matematica financeira volta a aparecer para contextua-
lizar os problema que envolvem as progressoes geométricas com juros compostos, como
em [9] e [7]. Enquanto isso, nos livros de [4] e [7], explora-se o crescimento populacional,

comparando seus dados e formulando estimativas para o futuro.

Figura 87 — Dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE)

g Gaegratia & ERaTist

Segunda cadod Jo Mnstiuns Beadile
de 2015 o estade mai populeio do Brasil era $io Paula, com aps eribe
4 400, 000 habitantes, populacio evss maior que das regides Norte & Centro-Oeite
juntas. Sabendo gue & populacho do estade de S0 Paulo teve um cresdmento
o eerca e 0,8% e relacia a julho de 2014, & 5UDOnG QU E35e IECimento anual se
enanzenha, gual seria a extimativa para a populiclo desse estade em juiho de 20187

Pekestaes na B )07 de

Para calcular esse valor, vames pariir da populagio em julha de 2005

Populsiky ersimada do estado de 5o Fauls.
Duza Mimero de Babitanies
ta_ PhaOIS A0
P gt £ e oo & MhOIE  SAEI0I00 - 1008 = 44755300
i e e e 2017 s 1
nimenGs imteir ]

24788300 - 1,008 = 45 153508

RhOINE &5 1IN 1,008 = A5A 147,508

Lego, em julbo de 2018 & populacko estimada sers de apronimadamente
45474148 habitante:.

Observe que, a parti de julho de 2006, 3 estimativa da populagso do estado
foi abtida multiplicando-e a populagic de julho do ane anterior
te 1,008

A sequbncia (44.400.000; 44.755.200; £5.113.241,6; 45.474.147 5328 & um
exemplo de progrestba geometrica.

Fonte:[4, p. 200]

De forma semelhante ao contetido de progressao aritmética, apenas o livro de [10] opta
por nao contextualizar a introdugao do tema abordado. Em vez disso, o livro apresenta
trés sequéncias em progressao geométrica e convida os leitores a perceberem padroes que
possam ser identificados para a obtencao dos termos subsequentes da progressao. Essa

mesma técnica é utilizada pelos autores [3], [4], [5] e [9], mas ndo na etapa introdutéria,

66



3. Uma Andlise como o Contetido de Sequéncias se Apresenta nos Livros Diddticos...

ao longo do desenvolvimento do contetdo.

Figura 88 — Sequéncias em progressao geométrica.

Observe as sequincias: s

a) 2,6,18,54, b) 30: 15 7.5, 3.75; ... o) 1, TG

Pense em como vocd pode obter, em cada sequitneia, o segundo termo a partir do primeiro,
o tErceiro termo a partir do segunda, o quarts termo a partir do terceiro, e assim por diante,

Vool deve ter notade agora que cada termo ndo ¢ mals obtide quando semamos um
niimers constante ao seu precedente, mas quando multiplicamos o seu precedente por
um valor constante. Assim, na primelra sequéncia, cada terma a partir do segundo & obtido
pela multiplicagio de seu precedente por 3:

- PRy S | MUY -
x3 ®x3 3

Na segunda sequéncia, cada termo a partir do segundo & obtido quando multiplicamos
@ termo anterior a ele |Mar% o 0,5

B 1SS 375
® 05 *® 05 * 05

Finalmente, na terceira sequéncia, para obter qualquer termo a partie do segundo mul-
tiplicamos seu precedente por %

b
x |
= |
*
|

Fonte:[10, p. 156-157]

Todos os livros trazem questoes contextualizadas sobre progressao geométrica, assim
como relacionam o topico com questoes sobre matematica financeira. No entanto, somente
os volumes de Chavante (2016) e Dante (2016) nao exploram a relagao entre geometria
e progressoes geométricas. Os livros de [7], [8], [9] e [10]incorporam, em suas atividades
propostas, a elaboragao de problemas sobre progressao geométrica. Ademais, com excecao
das obras de [9] e [10], todos os outros livros oferecem exercicios que envolvem progressao
aritmética e progressao geométrica ao mesmo tempo.

Todos os autores reconhecem a importancia de estabelecer conjecturas e apresentar
demonstragoes para as férmulas que surgem ao longo do assunto. lezzi (2016), Leonardo
(2016), Dante (2016) e Souza (2016) optam por demonstrar usando célculos puramente
matematicos. Por outro lado, os demais volumes constroem suas demonstragoes por meio
de exemplos numéricos, sejam contextualizados ou nao. Cumprindo com uma das com-
peténcias especificas proposta na BNCC [1]. Ainda seguindo as diretrizes da BNCC é
necessario "que novos conhecimentos especificos devem estimular processos mais elabora-
dos de reflexdao e de abstragdo, que deem sustentacao a modos de pensar que permitam
aos estudantes formular e resolver problemas em diversos contextos com mais autonomia
e recursos matematicos", todos os autores apresentam a nocao de limite em diversos pro-

blemas, nao necessariamente do cotidiano, mas também de outras areas do conhecimento.

3.2.4 Alguns Matematicos Citados

Incorporar a historia da Matemaética é uma ferramenta didatica importante, pois esse

método possui a capacidade de despertar o interesse dos alunos e proporcionar um con-
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texto substancial para o aprendizado e o ensino da Matematica. Diante dessa perspectiva,

todos os autores incluem nos seus textos elementos historicos dos tépicos apresentados.
Em todos os livros, é mencionado o matematico alemao Carl Friedrich Gauss que teria

observado que a soma dos termos equidistantes em uma progressao aritmética é sempre

0 mesmo resultado.

Figura 89 — Soma dos termos equidistantes de uma progressao aritmética.

Mo ano de 1785, em uma peguena escola do principads de Brourscheweig, ra Alsmanha, o
professor Buttne propis @ $6us 2Unos Gue Somassem os ndmenos naburais &1 & 100, Apenas trés
‘(‘5 minuios depeis, um mening de 8 snod dé idadhe apcoximou-se da mesa do professor & SPrEIETHL
o resultade pedida. O professor, amombrade, conslalou que o resullads et cometo
Aquele mening virls a 4w 008 maiones matemiticos de todas o3 tempos: Carl Frisdrich
',—‘ Gauns (177 71855), O cikido efelusdo por Gauss foi simples ¢ eheante; cle percabe gue

%

f’ & soma do primeim nimers com o ditimo & 14 100 = 101
P * 3 sora do segundo ndmers com o peiltime é 2 + 99 = 101
* & soma do teroeing rdmero com o antepenciting & 3+ 98 = 101
7 e asshm por gante, ou sejs, & soma de dok Lermos equidistantes das exiremens & cual & somia o
extremas, que £ 107:
i, 2, 3, 4, - 9T, 9E. B, 1000
4w 0% = idi
3w o =10
i o101

1+ 190 = bOl

Comg no Wts 1o 50 somas guals a 101, Caus canclulu que:

T42+3+44 .+ 97+ 98+ 99+ 100 = 50101 = 5.050

»

Fonte:[9, p. 18]

Um outro personagem de destaque na historia das sequéncias é o matematico italiano
Leonardo do Pisa, mais conhecido como Fibonacci. Dentre os oito livros analisados, sete

deles trazem sua histéria, seja por meio de uma se¢ao de leitura, seja através dos exercicios.

Figura 90 — Sequéncia de Fibonacci - Manoel Paiva

© © matemiticn italiano Leonarda de Pisa (aprox, 1180-1250),
mais conhecido come Fibanacci (20 lado em um retrato de
1 200), propds em s obea Liser abaed (Liveo dos cdbealos), de
1302, o problema a seguis, de grande repercussdo, por ter
aplicagiies em virias dreas do conheciments, como Economda,
Binlogia, Fisica ete:
“Admitindo-se que cada casal de coclhos sd procrie pela
primeira ver s0s dois meses, exataments, apos o 520 HREC-
mente ¢ que, a partic de entio, gere um casal de filhotes a
coda mds, quantos casais haverd ae final de doze meses, par
tindo-se de um Gnico casal de coelhos recém-nascidos®™

A sequincia (g ), em que 4, € o nimero de casais de coelhos no més », € conhecida como se-
quéncia de Fibomacci.

Agora, em duplas, resolvam o itens a segain

a) Representem os done primeioos termos da sequéncia de Fibonacel, 1.1,2.2. 6.8

b Comsideranda infinita a sequéncia de Fibonacc, deem sua lei de lrmagio 4,
(Curiasidade: Ma sequéncia (a ) de Fibonaced, a razdo 2 tende a0 mimero 161803, quando

sumenla indefinidamente. Exse nimeno ¢ conhecide como ndmere de ouro.)

Fonte:[9, p. 11]

A sequéncia de Fibonacci nao é citada em nenhum momento no livro de [7].

Outros nomes importantes sao citados nos livros analisados. O astrénomo Johann
Daniel Tietz, por exemplo, desenvolveu uma sequéncia em que cada termo a,, representa
a distancia, em unidade astronémica (UA) entre o Sol e o n-ésimo planeta, aparece em [9].
Ja o economista inglés Thomas Robert Malthus que afirmava que a populacao mundial

tenderia a crescer em progressao geométrica, e a producao de alimentos, em progressao
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aritmética conforme apresentado por [4], [7] e [8]. O polonés Benoit Maldelbrot, pioneiro
no estudo dos fractais e o também polonés Waclaw Sierpinki, outro matematico cuja in-
fluéncia foi fundamental no desenvolvimento da Geometria Fractal, como discutido em
[5] e [8]. Por fim, o escocés John Napier e o suigo Jobst Burgi sdo lembrados por apre-
sentarem um enfoque sobre progressao aritmética, progressao geométrica e a origem dos
logaritmos. Eles propuseram métodos para simplificar operagoes longas de multiplicacao

e divisdo, transformando-as em adigoes e subtragoes, conforme descrito em [8].

Figura 91 — Mentes brilhantes : Sequéncia de Titius.

quéncia de Titius

A SEgUes de 11tius

Em 1766, o astrénoma Johann Daniel Tietz, conhecido pelo nome la-
tinizado de Titius (pronuncia-se: Ticius), desenvolveu uma sequéncia em
que cada termo a, representa a distancia, em unidade astronémica (UA),
entre o Sol e o n-ésimo planeta, contados a partir do mais préximo do Sol
ao mais distante, isto &, Mercdrio € o nimero 1, Vénus é o niimero 2, a Terra
& o ndmero 3 e assim por diante. A lei de formagdo dessa sequéncia é:

FABIO GORTEZ REIS

a =

"

{O.h, sen=1
L 9n-2 Johann Daniel Tietz
04 +03-2""%sen=2 (1729-1796).
Com excecao de Netuno e Plutdo (planeta-anio), a margem de erro da distincia entre
o Sol e cada um dos demais planetas, calculada por essa lei de formacao, é menor que 5%.

Nota: A unidade astronémica (UA) é a distancia média entre a Terra e o Sol, que é apro-
ximadamente 150.000.000 km,

Fonte:[9, p. 11]

Figura 92 — PA, PG e a origem dos logaritmos.

Tud incica que o [ogas Rmos foram Oesemvolvioos pelg es00cls John Nagier (1550-181710 pela suign Joost Blrgi Pacs cbler 0 resuada de 14-125. por exemplo, basta WHapis v Borg
1522-1835) d= mod independerte, ou seje, SET QUE UM ConhecEsaE O tratiiho 00 0LRTD. O Db tive o ambos Chatrvar ome Mapier publicou seu
0 T pEfiar Ionges oodrac 002 di et plcaclo ¢ dvisho, muitd utiizacas no desemohimenta das novegacies & 1414 Ik da PG OOMESpOne & § na ik 0a 1A | rstang it
@08 ASITAOMIA 03 4pOCH. COM & DESaNMVRIvIMAnC 008 ILgaritmos, Sles SimgHIcInam ossys cparses “transior o i 5 legaritrios em 1014 &
RS T T @ S c-::ur: Innaﬂ-ﬂf‘\:;oil:s‘:n: L:‘_.I,r"i: n“ g o 1620, sem
H 4=, O it T o .
POID S50, Sl HETINam Lma e 8 conhel:0s, oois o It ANDWIRSECs Anegi de Michae! Stifsl (oor voltade cormespondente 5o 1 da inha da FA, 0U 560, 16-178 =2 M8 0T L) T QRTINS
WET- 15671, pudiicade om 1544, aprasentavg Lm0 Ielagio IR0 0EAaNED enten olguman progrosales capecifices el 2 g 0 alpitria.
o el SEMl dBLITMINGY P 3 SOMA N3 FA COTOSPING 20 raspaCtanonts
SERNTS B SRR Prodult na PG, & & difENgE Na PA COMESpAne an Arredibe-se gt hapier
Gubtiefts s Fd. Derve: i pricesro @,
MG0TE, PROCROENO0 OF MBrEins tomenants, eetuk of “'""':::;" o Jabr Naees
M| 2 4 B | % |32 | ek | i | 24| BNZ | 10D | 2048 | a0%6 | - cdloudos rerrd et
! i ! e . mubtlicaien suss 36U reicnamenty cem
F1E-§r: L d) 4% ik o | professomnes uehsarehines, sea infubace wnbs
B Povn wmiin? ro GRS, 1 CONYITUCES Dbl AUERCES Lo valoes [T ) 2048 A | st maior Case: n e B no el
o aigurs ogarimes. covhacicas come bitua de legarinon. &R AT :_:I_::bwrm:.

Fonte:[8, p. 212]

3.2.5 Particularidades de Alguns Livros

No livro de [6], um tépico de curiosidade e em [8], surge como exercicio, a lenda do
xadrez, onde encontramos a sequéncia formada pela quantidade de graos equivalentes a

cada casa.
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Figura 93 — Lenda do xadrez.

UUrna lenda conta gue um rei perguntou ao inventor do jogo de xadrez o que ele queria como recompensa
pela invengdo, E o inventor respondeu: “1 grao de trigo pela primeira casa do tabuleiro, 2 grios pela segunda,
4 pela terceira, 8 pela quarta, 16 pela quinta, & assim por diante, sempre dobrando a quantidade a cada nova casa™

Como o tabuleiro de xadrez tem 64 casas,o
inventor pediu a soma dos primeiros 64 termes |
daPG:1,2,4,8,16,32, . derazdoq = &

Fazendo esse calculo, encontramos o
gigantesco nimera de vinte algarismos:

18 446 744 073 709 551 615

Coitado do reil Fara cultivar tal quantidade de trigo, ele precisaria de 16 milhdes de planetas iguais & Terra.

Fonte:[6, p. 227]

Ja mno livro de [3], ao apresentar o célculo da soma dos termos de uma progressao
geométrica, traz em seguida sua interpretagao geométrica usando um quadrado de lado
unitario. Outro problema interessante trazido no mesmo livro, ¢ um desafio classico de
analise combinatéria sobre cumprimentos, mas que pode ser resolvido por progressao
aritmética.

Os livros de [8] e [10], no final do capitulo trazem uma proposta para o aluno ela-
borar uma sintese do que ele aprendeu sobre sequéncia, fungoes, progressoes aritméticas,

progressoes geométricas e limite.

Figura 94 — Palavras-chave.

As expressdes abaixo denotam as principais ideias apresentadas neste capitulo. Use-as para fazer uma
sintese do que vocé aprendeu sobre sequéncias,

s Sequéncias « Fungio « PA, s PG + Limite

Aproveite também para esclarecer suas dividas, consultando novamente o texto e, se necessdrio, conver-
sando com seu professor.

Fonte:[10, p. 169]

[9], apresenta um tépico com o nome Conectado, que incentiva o aluno a fazer uma
pesquisa na internet sobre “Arte e matematica — o niimero de ouro”; analise da resolugao
de uma questao sobre soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica onde
o aluno deve apontar o erro e refazer a resolugdo, corrigindo-a e interpretacao geométrica
da férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética através de
retangulos.

O livro de [5] apresenta em um dos exercicios, a sequéncia da quantidade de movi-
mentos dos discos em uma torre de Handi. E ao classificar uma progressao aritmética e

uma progressao geométrica faz uma demonstragdo numa reta numérica real.
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Figura 95 — Exercicios com a Torre de Handi.

8. A Torre de Handi é um jogo cujo objetivo é transferir
todos os discos de uma haste para outra, movendo-os
urn a um de maneira que, durante esse processo ou
ao final dele, os discos com raios maiores nao fiqguem
posicionados sobre discos com raios menores, Obser-
ve na imagem a representacio de uma Torre de Handi.

guantidade de discos, formando uma seqguéncia
(a,,0,,4,,....0,),emque 12 3, ..., nrepresentam
as quantidades de discos da torre. Observe no
quadro a quantidade minima de movimentos
necessarios de acordo com a quantidade de discos.

Quantidade Quantidade minima
§ de discos de mavimentos
2 1 7—1=1
g 2 F-1=3
I I8 :
£ 3 Y-1=7
£ !

a) Qual é a guantidade minima de movimentos
necessdria para transferir os discos de uma
haste para a outra em uma torre com quatro dis-
cos? Eem uma torre com cinco discos?

b) Qual & a expressdo que permite calcular cada um
dos termos dessa sequéncia de movimentos?

Torre de Handi com sete discos em posiqao inicial de jogo,

A guantidade minima de movimentos para transfe-
rir os discos de uma haste para outra varia conforme a

Fonte:[5, p. 175]

O livro de [10], apresenta um tépico chamado “Foco na leitura”, no qual analisa
duas situagoes que apresentam graficos e figuras cujas informagoes estao presentes nessas

imagens e um topico sobre Calculo rapido usando apenas potenciacao.

Figura 96 — Informagoes através do grafico e da imagem.

Em progressio
geométrica
Desde o axfaltamento da
Rodovia Rin-Sastos, ha 24 .
ames, o liorsl Norte de Ska e

Paule mio pars dc inchar e
A regido &, arualmente,
aque mals cresce 60 de
2 o estado. Compare
a evolugio da populagio
.'.mquxro!:nm:qp:ﬁ

26881

Observe o grafico ao lado, apresentado em uma revista de 1

circulagio nacional e faga o que se pede a seguir. 90302

o

a) Com base no gréfico, qual das afirmagdes a seguir & cor-
reta? |

I. Ubatuba foi a cidade com a maior taxa de crescimen-
to em 17 anos.

41313
II. A taxa de crescimento populacional nas quatro cida- 34785

des foi a mesma.

HI. Em média, Caraguatatuba, Sio Sebastido e Ubatuba
tiveram um crescimento préximo a 2000 pessoas
por ano, nos 23 anos do levantamento feito nessa
pesquisa,

b) Se a média do crescimento populacional em [habela se
mantiver a mesma desses 23 anos por mais doze anos,
qual serd a populacao estimada para 2020 para essa cidade?

24534

9983 |

1985 2008 1985 2008 |

5ho Sebastido

1985 2008
Ihahela

1985 2008

Fonte: Fundado Sistema Estadual de Anélise de Dados
[Seade). In: Revista Vefo Sdo Paulo, ano 42, n, 14, 2009,
p.31

) Considerando que os dados do gréfico ndn formam uma progressio geométrica, o que poderia ter levado
a revista a utilizar o termo no titulo?

Fonte:[10, p. 163]

O livro de [8] apresenta um texto sobre o funcionamento de um processo de decaimento
radioativo, onde para medir a velocidade do decaimento da massa de um elemento, utiliza-

se a meia-vida na qual sua representagao é uma progressao geométrica de razao %

71



3. Uma Andlise como o Contetddo de Sequéncias se Apresenta nos Livros Diddticos...

Figura 97 — O decaimento radioativo.

Tudo © que existe na natureza & constituido por dtomos. Cada &tomo, por sua vez, & constituido por particulas cha-
madas pratons, ndutrons e elétrons. 05 protons juntamente com 0§ néutrons se encontram bem proximos uns acs
outras, formando o ndcleo do atomo, enguanto os elétrens percorrem Orbitas ao redor desse nicleo.

Alguns elementos quimicos, chamados radioativos, possuem o nicleo instavel, de modo que 0 exCcesso, a pro-
ximidade e as cargas iguais das particulas fazem com que elas passem a se repelir, na tentativa de tomar o maior
espaco possivel. Diante disso, o nicleo se rompe, por ndo conseguir comportar todas as particulas. Desse modo,
0s nicleos originais transformam-se em nicleos de outros elementos quimicos em um processo chamado de
transmutagao, isto &, um decaimento radioativo. Veja como ocorre a diminuico de nimero de pratans, néutrons
e elétrons do elemento guimico urnio-238, onde ocorre as trés principais radiagdes nucleares: alfa, beta e gama.

Professonial Ma transicio de um prog gra NEUTron tambem pooe OCOMer 3 &missan ¢8 radiacso * B, que corresponde & wma particuls chamada
positron, qué POSSE & MESMa Massa do elétnon, mas Carga bositiva.

Simbolo do
Niimera de masea (A): elamentn
quantidade total de quimico.
pritons {p) & néutrons () adi alfa
iy MG, 238 E:;:‘ﬁf '2]'
ta :
dois pritons e
dois néutrans
9?7 “egcapam” a
i fieico (Z): 3 uma velocidade
imern g wolﬁ; ll%-—LI_l LRANIO shl.’e'fs"g ;;’;‘r:‘f w"‘P:‘:‘r‘:ﬁfng: Nicleo do Atoma urdnio-238 igual a 10% da
i 4 . Com I = wpahili &
exigtentes no nicleo, (00, Para que o uidnio s h? u; nb_crd.s}. A mtannm;;o \l.ahm;m da
utilizado, ele & isolado a fim da passar i esa pode ser causada  Iuz {c}
por Iratamentos espacilicos, como o por diversos fatores: um deles &
enriquecimenta radioativo, 0 excesso de particulas
nucleares,

radiacio beta (B): um .
elétron também “escapa” a

uma velocklade de até 90%
da velocidzde da luz ig).

Ho caso do urdnie-23B, com o passar radiagio gama (v}
di bilhGes dé ancs, varios oulios , junio com as
decaimentos ooormem; até que os ] particulas, ondas
nicleos atinjam sua forma estivel. 4 eletromagnéticas s&o
Para a série de decaimenio do - emitilas i velocklada
urdinio-238, a ferma estivel é o . da luF (g,
chumba-206 (Pb: n=124). Niicleo do dtoma de protactinio-234 Nicleo do atome da tério-234
(#Pa; n=143). [3Th; n=144).
j'lmlmaganswe‘ssnlanas =0 representacies anisticas. As cores utilizadas ndo #5 roals & 05 Rastrados nboem_pmwm\_a.lj ,‘l

Todo esse processo faz com que haja também um decaimento em sua massa. Para medir a velocidade de
decaimento da massa de um elemento, utiliza-se a meia-vida (T,,), que corresponde ao tempo necessério para
gue a metade dos nicleos inicialmente presentes em uma amostra se desintegre, Cada elemento radioativo
possui sua meia-vida. Ha elementos cuja meia-vida & menor que um segunde, e outros cuja meia-vida alcanga

bilhdes de anos. Por exemplo: - .
| & Velocidade da luz no

Massa | vacuo: ¢=2300000 km/s
M4 N, massa inicial

Elemento: (T,,,)
Uranip-238; aproximadamente 5 bilhies de anos
Torio-234: 25 dias
Protactinio-234: 7 horas

Assim, & possivel representar a massa de um elemento a
i 1
cada meia-vida por uma progressan geométrica de razdo 7

ol#iz sz Mz
M il T

Fonte:[8, p. 203]

O livro de [6], traz uma leitura sobre o papiro de Rhind, onde apresenta a progressao
geométrica mais antiga e cuja resolugdo na época é equivalente a formula da soma dos
termos de uma progressao geométrica que conhecemos até hoje; no ultimo tépico traz um
material para discussao interdisciplinar sobre automedicacao e o uso indiscriminado de
medicamentos.

No livro de [7], temos aplicagdes usando as propriedades dos logaritmos nas questoes
resolvidas com o uso da calculadora cientifica. Ainda nesse livro, na se¢ao “Ser consciente”,
disserta sobre o combate a dengue fazendo em seguida uma analise matematica sobre a

quantidade de fémeas infectadas em um reservatoério, levando a escrever uma sequéncia e
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perguntando se essa mesma é uma progressao aritmética ou uma progressao geométrica.

3.2.6 Atividades Realizadas

A partir da andlise realizada nos oito livros sugeridos pelo Programa Nacional do
Livro Didético (PNLD) de 2018/2020 foram selecionadas atividades que apareceram com
frequéncia, observando os diferentes tipos de contextualizagoes, incluindo abordagens pu-
ramente numéricas, uso de geometria, matematica financeira e contextos do dia-a-dia.
A selecao dessas atividades também considerou aquelas que poderiam potencialmente
despertar o interesse dos alunos. Em seguida, partimos para a aplicacao da proposta:
primeiramente vimos com os discentes o contetiddo sobre Sequéncia, apresentando para
eles as primeiras questoes contextualizadas, visto que os livros didaticos apresentam di-
versos tipos de contextualizagbes que servem como ferramenta e permitem ao professor
explorar tal contetido de forma que facilite os alunos a compreendé-lo. Em seguida, foram
trabalhados diversos exercicios em sala de aula. Posteriormente, aplicamos um questio-
nario com o intuito de verificar como os estudantes concebem esses diferentes tipos de
contextualizacoes trazidas pelos livros.

Para a aplicagao da proposta, utilizamos nas aulas de matematica o quadro branco,
data show, materiais impressos (atividades). Ja em relacao aos questiondrios, os discentes
os receberam impressos e responderam utilizando caneta esferogréafica preta ou azul.

O objetivo das atividades propostas é observar como os discentes concebem os dife-
rentes tipos de contextualizagoes, identificando as questoes que eles apresentavam mais

dificuldade, tinha mais interesse e as que tinham mais facilidade.

A primeira questao sobre sequéncia tem como objetivo encontrar os proximos termos

e perceber que a sequéncia pode ser crescente, decrescente, constante ou alternante.

Questao 1 - Determine o padrao ou regularidade e complete cada uma das sequéncias

seguindo esse padrao.

a) 3,8,13,18, 23,28, , ,

b) 31,27,23,19, 15,

Y Y

d

7 7 7 Y

)
)

c) 0,6;0,8;1;1,2; ; ;
)

0.3\[\)
rlk\w
(SIS
ot

I Y )

MM—‘

Os alunos tiveram em média 80% de acertos nesse tipo de atividade.

A segunda questdao tem como objetivo determinar os quatro primeiros termos da

sequéncia usando uma lei formagcao.
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Questao 2 - Determine os quatro primeiros termos de cada sequéncia a seguir:
a) a, =2n+3, n€ N*
b) a, =3n—4, ne N*
¢) ap=n*+n, ne N*
d) a,=2" ne N*

Nos itens a e b em média 58% da turma acertou esse tipo de questao, mas alguns tiveram
dificuldades em fazer as operacgoes. Nos itens ¢ e d houve uma média de 25% de acertos,

pois os alunos trazem dificuldades em resolver potenciacao.

Figura 98 — Resposta dada por um estudante.

E]an=q1+anEN’

\_:;:;_'.-g_ = Ltz

e L RS Y (

u.:t?f&_l} 4 H_: | IE III -
st X Ly L8 ] P
o R -3:{-"'”1 2

Fonte: Produzido pela autora.

Figura 99 — Resposta dada por um estudante.

d}a,=2", neN*
Gn=g™ [ 2 = 4 /é )
Gr= =2
01 = 3_1 z ‘Lq
QF » %= 'E

O% = Q¥ = R, Ql%‘ff’

Fonte: Produzido pela autora.

A terceira questao tem como objetivo a aplicacao de sequéncia na geometria.

Questao 3 — Examine a sequéncia dos nimeros triangulares (1, 3,6, 10, 15,...).
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Escreva a sequéncia dos dez primeiros niimeros triangulares.

Apenas 47% dos alunos conseguiram identificar qual seriam os dez primeiros nimeros

triangulares.

A quarta e a quinta questoes tinham como objetivo apresentar algumas aplicacoes de

sequéncia no dia a dia.

Questao 4 - Todas as mesas de um restaurante sao retangulares com 6 cadeiras em volta,
conforme mostra a figura 1. Se mais de 6 pessoas pretendem sentar-se juntas, entao duas

ou mais mesas sao enfileiradas, conforme mostram as figuras 2 e 3.

Faii . 5
;_.*.'"t. "3_| .;,_11 -"'L[ ~ ~ = I ~ .
(] f] (] 'I ‘j f.1 - Il 0
L o T N~ e e — S = = B
figura 1 figura 2 figgura 3

a) Enfileirando-se 11 mesas, conforme as disposi¢des mostradas nas figuras, quantas

cadeiras serdo colocadas a sua volta?

b) Enfileirando-se n mesas, conforme as disposi¢oes mostradas ao lado, quantas cadei-

ras serao colocadas a sua volta?

¢) Em uma festa de fim de ano, 36 funciondrios de uma empresa farao um almogo de
confraternizacao nesse restaurante. Qual é o niimero minimo de mesas que deverao

ser enfileiradas, conforme a disposi¢ao ao lado, para que as pessoas se sentem juntas?

Na quarta questdo, a letra “a” apresentou 39% de acertos, na letra “b” os alunos mos-
traram bastante dificuldade, pois nenhum deles conseguiu determinar o termo geral que
expressava a sequéncia deixando a questdao em branco e na letra “c” apenas 42% de acer-

tos, mostrando assim a dificuldade de interpretar a contextualizacdo dos problemas.

Questao 5 - (Enem) O ntimero mensal de passagens de uma determinada empresa aérea
aumentou no ano passado nas seguintes condig¢oes: em janeiro foram vendidas 33.000 pas-
sagens; em fevereiro, 34.500; em marcgo, 36.000. Esse padrao de crescimento se mantém
para os meses subsequentes. Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em

julho do ano passado?
Apenas 14% dos alunos conseguiram fazer a quinta questao.
Observamos que os alunos tiveram dificuldades para interpretar a questao, pois es-

tava sendo solicitada a quantidade de passagens vendidas pela empresa no més de julho,
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continuando com o mesmo padrao de crescimento do més de janeiro, fevereiro e marco.
Alguns alegaram por ter colocado niimeros altos, outros chegaram até a identificar a razao
envolvida na questao, porém nao concluiram o que estava sendo solicitado. No segundo
momento colocamos a mesma questao de forma nao contextualizada em que observamos
uma consideravel quantidade de acertos.

Nas atividades sobre Progressdo Aritmética (PA), a primeira questao tem como ob-
jetivo analisar se os alunos eram capazes de encontrar o proximo termo da sequéncia (a

quarta questao da atividade anterior, que estava presente de forma contextualizada).

Questao 1 - Determine o padrao ou regularidade e complete a sequéncia seguindo esse
padrao.
33.000, 34.500, 36.000, ) , e

Apenas 14% dos alunos tinham conseguido resolvé-la, ja na segunda aplicacado os alunos

tiveram uma média de 69% de acertos. Houve um aumento de 55% de acertos em relacao
a mesma questao contextualizada.
Na segunda questdo o objetivo era determinar um termo qualquer da sequéncia sem

a necessidade de calcular todos os elementos anteriores da sequéncia.

Questao 2 - Determine o 30° termo da PA (6, 10,...).
Nessa questao houve 69% de acertos, onde alguns deles erraram nas operacoes basicas e

outros na ordem de resolucao das expressoes numéricas.

A terceira questao tinha como objetivo determinar quantos termos possuia uma de-
terminada PA.

Questao 3 - Quantos termos tem a PA (17,26, 35,...,197)7
Nesse tipo de questao os alunos tiveram 30% de acertos, onde se confundiram bastante

no momento de fazer a resolucao da equacao do 1° grau encontrada.

A quarta questao tem como objetivo determinar a soma dos termos de uma PA, onde

os alunos deveriam encontrar o ultimo termo para depois encontrar a soma.

Questao 4 - Calcule a soma dos 40 primeiros termos da PA (5,12,...).
Nessa questao 50% dos alunos encontraram o tltimo termo, mas apenas 20% conseguiram
determinar essas somas.

Da quinta questao em diante tinhamos como objetivo apresentar algumas aplicagoes

do dia a dia usando as progressoes aritméticas.

Questao 5 - Em um rally de motociclismo com 13 etapas, Luiz percorreu 325 quilometros
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na primeira etapa. Para conseguir ser o vencedor, ele teria que percorrer 28 quilometros
a mais em relagao a cada etapa anterior até o final da competicao. Luiz foi o vencedor
desse rally.

Quantos quilémetros ele percorreu na décima terceira etapa?

Nesse tipo de questao 46% dos alunos acertaram, muitos nao chegaram nem a fazer o

levantamento dos dados, deixando a questdao em branco.

Questao 6 - Marcelo criou uma conta em uma rede social. Nesse mesmo dia, trés
pessoas comegaram a segui-lo. Apods 1 dia, ele ja tinha 20 seguidores e apdés 2 dias, ja
eram 37 seguidores. Marcelo percebeu que, a cada novo dia, ele ganhava 17 seguidores.

Considerando que o crescimento dos seguidores permaneca constante, responda:
a) Quantos seguidores ele terd no oitavo dia?
b) Apos quantos dias ele ultrapassara 1.000 seguidores?

Houve em média 41% de acertos na letra a e 16% na letra b; como o numero trés foi
escrito por extenso, muitos nao conseguiram identificd-lo como sendo o primeiro termo

ou a expressao “apos um dia”, ndo identificaram como sendo o segundo termo.
Considerando 20 como sendo o primeiro termo, terfamos um acréscimo de 32% de acertos.

Questao 7 - Um capital de R$ 3.200,00 foi aplicado a juros simples a uma taxa de 7%

a0 Mmes.
a) Qual o montante dessa aplicagdo no final do quarto més?
b) Ao final de qual més de aplica¢do, o montante sera igual a R$ 5.664,007

Nessa questao sobre juros simples, apenas 21% dos alunos acertaram a letra a e 11,5%
a letra b, muitos deixaram em branco e outros nao fizeram a interpretacao correta em

relagdo ao termo procurado.

Questao 8 - Dado um quadrado ); de lado [ = 1 cm, considere a sequéncia de quadrados
(Q1,Q2,Qs3,...), em que o lado de cada quadrado é 2 cm maior que o lado do quadrado

anterior. Determine:
a) o perimetro de Qap;
b) a drea de Q31;

c¢) a diagonal de Q1.
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Em média 36% dos alunos conseguiu determinar a medida do lado do vigésimo quadrado,
porém apenas 26% soube calcular o perimetro, na letra a. Na letra b, 29.5% dos alunos
conseguiu encontrar a medida do lado do trigésimo primeiro quadrado, porém apenas 23%
conseguiu determinar a drea e na letra ¢, 23% dos alunos determinou a medida do lado

do décimo quadrado e apenas 18% conseguiu determinar o valor da diagonal do quadrado.

Questao 9 - Um ciclista percorre 20 quilometros na primeira hora; 17 quilometros na
segunda hora, e assim por diante, em progressao aritmética. Quantos quilometros ele
percorrera em 5 horas?

Como a razao encontrada é negativa, muitos alunos se confundiram nos calculos com as
expressoes numeéricas, outros nao conseguiram identificar.

Em média, 28% dos alunos calcularam o valor do tltimo percurso e apenas 8% dos alunos

chegaram determinar o percurso total feito pelo ciclista.

Questao 10 - O representante de uma editora vendeu 15 livros no més de janeiro, 18 livros
no més de fevereiro, 21 livros no més de margo, e assim por diante, sempre vendendo 3
livros a mais que no més anterior. Se ele mantiver esse desempenho, quantos livros vendeu
durante dois anos (24 meses)?

Em média 47,5%, dos alunos calcularam apenas a quantidade de livros que seriam vendidos
no 24° més e apenas 15% dos alunos conseguiram determinar quantos livros venderam
durante os dois anos.

Durante as aulas, os estudantes demonstraram bastante interesse e motivagao nas
questoes contextualizadas, mais préximas do seu dia a dia. No entanto, quando ficaram
sozinhos para responder as atividades do questionario mostraram-se com muita dificuldade
em ler e interpretar o que estava sendo solicitado. [11], em seu artigo relata que “A
leitura torna-se imprescindivel na formacado dos alunos, pois para se formar um leitor,
este necessitara realizar um trabalho de construcao de significacdo do texto a partir do
conhecimento linguistico e da intencionalidade do autor.”

Embora nao tenham obtido um bom desempenho nas questoes mais préximas de suas
vivéncias, como rede social e pratica de atividades, os alunos se esforcaram em respondé-
las. Por outro lado, as de geometria nao despertaram interesse significativo entre eles.

Curiosamente, as questoes que apresentaram o maior indice de acertos foram aque-
las sem qualquer tipo de contextualizagdo, sendo puramente numéricas. Isso sugere que
os alunos demonstraram maior facilidade em lidar com problemas matematicos que nao
requeriam a aplicagao de situacoes do cotidiano ou de outros campos, mas que se concen-
travam apenas nas manipulagoes numéricas e nos conceitos matematicos em si.

Apos os resultados do primeiro questionario de progressao aritmética observou-se que
os estudantes apresentaram dificuldades em interpretar as questoes sozinhos. Por isso

optamos em trabalhar um pouco mais as progressoes aritméticas deixando progressoes
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geométricas para o proximo ano letivo dos discentes, visto que estariam no 2° ano do En-
sino Médio onde revisitaremos o assunto de sequéncia, progressao aritmética e em seguida
vivenciaremos o conteudo de progressao geométrica com suas diversas contextualizagoes.
Porém, a suspensao das aulas em margo por causa da pandemia inviabilizou a aplicacao
das atividades. Dessa forma, apresentaremos abaixo as atividades que seriam trabalhadas

em sala de aula sobre Progressao Geométrica, que infelizmente nao conseguimos vivenciar.

- (SAEPE) Joao faz depédsitos mensais em sua poupanca. Em janeiro de 2011, ele
fez um deposito de R$ 5,00 e, a cada més seguinte, depositou o dobro da quantia

correspondente ao més anterior. Qual foi a quantia depositada por Joao no més de
setembro de 20117

2. - (G1 — ifpe) Lopes é aluno do curso de Artes Visuais do campus Olinda e, entre

uma aula e outra, gosta de desenhar ladrilhos triangulares conforme a figura.

v AR TR

Ladrilho 1 Ladrilho 2 Ladrilho 3 Ladrilho 4

Seguindo o padrao, quantos tridangulos pretos Lopes desenharao no ladrilho de ni-

mero 107

3. - (UFSM) Uma fabrica vendia 12 camisetas por més para certa rede de academias
desde janeiro de um determinado ano. No verao, essa venda foi triplicada a cada
més, de setembro a dezembro. O total de camisetas vendidas nesse quadrimestre e
a média de vendas, por més, durante o ano, foram, respectivamente:

a) 1536 e 128

b) 1440 e 128

c) 1440 e 84

d) 480 e 84
)

e) 480 e 48

4. - (Pucmg) Depois de percorre um comprimento de arco de 7 m, uma crianga deixa
de empurrar o balanco em que esta brincando e aguarda até o balanco parar comple-
tamente. Se o atrito diminui a velocidade do balanco de modo que o comprimento de
arco percorrido seja sempre igual a 80% ao do anterior, a distancia total percorrida

pela crianca, até que o balanco pare completamente, é dada pela expressao

D =7+0,80.7+0,80.(0,80.7) +
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Considerando-se que o segundo membro dessa igualdade é a soma dos termos de
uma progressao geométrica, ¢ correto estimar que o valor de D, em metros, ¢ igual

a:

5. - (FPS) Um paciente toma 20 mg de uma droga medicinal em intervalos de 4 horas.
Durante cada intervalo de 4 horas, a quantidade da droga no organismo do paciente
se reduz a 75% da quantidade presente no inicio do intervalo. Se o tratamento se
prolonga indefinidamente, qual dos valores abaixo melhor se aproxima da quantidade

da droga que se acumula no organismo do paciente?

a

b

120 mg
110 mg

d

)
)

¢) 100 mg
) 90 mg
)

e) 80 mg

6. — Uma doenca contagiosa se propaga dentro de um navio, que esta fazendo um cru-
zeiro pela costa brasileira, da seguinte forma; a cada dia sao contaminadas o dobro
de pessoas contaminadas no dia anterior. Sabendo que no primeiro dia havia trés
pessoas contaminadas, determine quantas pessoas serao contaminadas num periodo
de 10 dias.

7. - Angela e seus amigos gostam de compartilhar noticias WhatsApp. Assim que
Angela soube de uma noticia, & 1h da tarde, ela compartilhou com trés amigos.
Cada um desses amigos compartilhou a noticia a trés outras pessoas durante a

segunda hora da tarde. E assim a noticia foi se espalhando até as 6h da tarde.

a) Além de Angela, quantas pessoas sabiam da noticia as 3 h da tarde?
b) E quantas sabiam da noticia as 6 h da tarde?
8. - Na sequéncia de figuras seguir, todos os quadrilateros sao quadrados. O lado do
primeiro quadrado sombreado mede 4 cm, e cada quadrado sombreado, a partir da

segunda figura, foi obtido unindo-se os pontos médios dos lados opostos de cada

quadrado sombreado da figura anterior.

80



3. Uma Andlise como o Contetido de Sequéncias se Apresenta nos Livros Diddticos...

ik

Qual é a soma das areas dos quadrados sombreados nas infinitas figuras?

3.3 Consideracdes finais

Nesse trabalho, realizamos uma analise sobre como o contetido de Sequéncias se apre-
senta nos livros didaticos aprovados no PNLD de 2018/2020. Fica evidente que todos
os livros estdo em consonancia com a proposta da BNCC [1], adotando uma abordagem
diversificada de contextualizacao, usando aspectos historicos como ferramenta didatica e
incentivando a formulagao de problemas relevantes para o desenvolvimento da abstragao.

A implementacao do questionério revelou um notavel interesse por questdes mais con-
textualizadas, gerando um maior engajamento durante as aulas. No entanto, observou-se
que os alunos enfrentaram dificuldades na interpretagao dessas questoes quando realiza-
vam as atividades individualmente.

Essa constatacao ressalta a importancia de incorporar a contextualizagao em sala de
aula, nao apenas para fomentar o aprendizado de sequéncias, mas também para apoiar
os alunos na melhoria de suas habilidades de leitura e interpretacao de textos. Isso nao
somente beneficiara a resolucao de problemas matematicos, mas também terd um impacto
positivo em sua capacidade em outras areas do conhecimento. A abordagem contextuali-
zada, portanto, emerge como uma estratégia valiosa para promover um aprendizado mais

eficaz e abrangente.
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4 Areas e volumes de figuras semelhantes:
propostas e analise de sequéncias didati-

Cas

Neiviton Silva da Paz!
Eudes Mendes Barboza?

Resumo:

O presente trabalho, apresenta um estudo acerca do ensino dos conceitos que envolvem &reas
e volumes de figuras semelhantes, que, embora estejam presentes nos curriculos da Educacao
Bésica, em alguns casos, ndo sao abordados com a devida énfase. Ao longo do trabalho de-
monstramos as relagoes existentes entre as areas e entre os volumes de figuras semelhantes,
buscando oferecer uma base tedrica, justificando os resultados matematicos encontrados. Além
disso, apresentamos relatos da aplicacdo de duas sequéncias didaticas em turmas do 3° ano do
Ensino Médio, uma em formato presencial e outra em formato remoto, compreendendo que esta
segunda modalidade de ensino citada é uma alternativa para periodos em que as aulas precisam
acontecer & distdncia. Posteriormente, as aplicacbes das sequéncias didaticas sdo analisadas e
comparadas, verificando a viabilidade da abordagem deste tema através das atividades propostas
em cada uma das sequéncias

Palavras-chave: Semelhanca de figuras; Area; Volume; Sequéncia didética.

4.1 Introducao

A ideia de semelhanca estd ligada a ampliacao ou a redugao de uma figura, mantendo
sua forma, isto é, alterando seu tamanho e mantendo suas propor¢oes. No estudo tradicio-
nal da Geometria da Educagao Bésica é comum a apresentagao do conceito de semelhanca
utilizando triangulos da seguinte forma: "dois triangulos semelhantes tém angulos corres-
pondentes congruentes e lados correspondentes proporcionais[l, p.7]. Posteriormente esse
conceito é estendido para poligonos, entretanto, a ideia de semelhanga de figuras pode
ser estendida para além dos poligonos, por exemplo, uma imagem espelhada numa tela
de TV ¢é semelhante a imagem da tela do celular que a espelha e uma bola de gude ¢
semelhante a uma bola de sinuca.

Neste tltimo exemplo, como em varios outros, a definicio comumente encontrada de
semelhanca nao pode ser aplicada, visto que as figuras citadas nao sao compostas por

segmentos e angulos, além disso, o conceito de semelhanca também estabelece relacoes

L UFRPE, neivitomsilva@gmail.com

2 UFRPE, eudes.barboza@ufrpe.br

83



4. Areas e volumes de figuras semelhantes: propostas e andlise de sequéncias diddticas

entre as areas das figuras e entre os seus volumes, mas para fazer observagoes e estabelecer
tais relagOes se faz necessario uma definicao de semelhanca mais abrangente, de modo que
seja possivel aplica-la a quaisquer figuras planas ou espaciais.

Para isso esta pesquisa toma como principal referencial matemaético o livro Medida e
Forma em Geometria [2] onde é apresentada uma definicdo de semelhanga através de um
tratamento que possa ser valido para quaisquer formas definidas no plano ou no espaco,
buscando desenvolver nos estudantes as habilidades exigidas na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) [3] do Ensino Médio que aponta como uma das habilidades a serem
desenvolvidas "empregar diferentes métodos para a obtencao da medida da drea de uma
superficie."

Esse trabalho é um recorte da dissertacao [4], cujo objetivo é apresentar as relagdes
existentes entre as areas e entre os volumes de figuras semelhantes e verificar a viabilidade
da apresentagao para estudantes do ensino médio através de duas sequéncias didaticas,
uma voltada para a aplicacdo presencial e a outra voltada para a aplicacdo de forma
remota.

Dessa forma, sua metodologia consiste em identificar, através de um pré teste, o nivel
de compreensao dos alunos em relagao aos conceitos de figuras semelhantes, apresentar as
duas sequéncias didaticas para alunos do 3° ano e em seguida fazer intervengoes em dois
grupos, um para sequéncia presencial outro para a sequéncia remota, para posteriormente
aplicar um pos teste e analisar os impactos das duas sequéncias didaticas, comparando
os resultados e verificando se cada uma proporcionou o desenvolvimento esperado das
habilidades.

Este trabalho estd estruturado em quatro se¢oes. Na se¢ao 1, sdo expostas as relagoes
existentes entre as areas e entre os volumes de figuras semelhantes, ratificando a necessi-
dade desta abordagem na Educacao Basica com base nas habilidades exigidas na BNCC.
Na secao 2, é apresentada a metodologia utilizada na coleta e tratamento dos dados e
as sequéncias didaticas que serao aplicadas. Na secao 3, sao apresentados, comparados
e discutidos os resultados obtidos nos testes diagnodsticos aplicados antes e depois da
intervencao didatica, verificando se cada sequéncia proposta desenvolveu as habilidades

desejadas, embasando assim as consideragoes apresentadas no final da secao 4.

4.2 Fundamentos tedricos

Buscando evidenciar a importancia de abordar o tema deste trabalho no Ensino Médio,
esta secao apresenta inicialmente uma anélise do documento que norteia a educacao basica
nacional, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), pontuando suas recomendacoes
e elencando algumas habilidades relevantes a esta pesquisa que o documento exige, em
seguida é apresentada uma revisao de literatura acerca do conceito de semelhanca de

figuras, deduzindo as relagoes entre as dreas e entre os volumes de figuras semelhantes.

84



4. Areas e volumes de figuras semelhantes: propostas e andlise de sequéncias diddticas

Estes dois momentos representam a base tedrica para os resultados que serao utilizados

nesta pesquisa.

4.2.1 Analise da BNCC

Convém pontuar inicialmente que as expectativas de desenvolvimento das habilidades
propostas neste trabalho estao de acordo com as recomendagoes propostas na BNCC
que espera que os estudantes desenvolvam a capacidade de identificar oportunidades de
utilizacdo da matematica para resolver problemas, aplicando conceitos, procedimentos e
resultados para obter solugoes e interpreta-las segundo os contextos das situacoes.

Além disso, a BNCC [3] espera que ja no final do Ensino Fundamental, os estudantes
tenham desenvolvido algumas das habilidades relacionadas ao tema desta pesquisa. A

seguir estao elencadas algumas das habilidades exigidas:

o (EFO6MA21) Construir figuras planas semelhantes em situagbes de ampliagdo e
de redugao, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias

digitais.

« (EFO6MA29) Analisar e descrever mudangas que ocorrem no perimetro e na drea
de um quadrado ao se ampliarem ou reduzirem, igualmente, as medidas de seus
lados, para compreender que o perimetro é proporcional & medida do lado, o que

nao ocorre com a area.

« (EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composigoes de transfor-
magoes geométricas (translacdo, reflexao e rotagdo), com o uso de instrumentos de

desenho ou de softwares de geometria dindmica.

« (EF09MA12) Reconhecer as condigbes necessarias e suficientes para que dois tridn-

gulos sejam semelhantes.

Ao analisar as habilidades apresentadas nesta secao, fica evidente que na habilidade
(EFO6MA29), a BNCC aponta que o estudante deve ser capaz de descrever o que ocorre
com a area de um quadrado, quando o seu lado é ampliado ou reduzido, deixando claro
que o estudante deve ser capaz de verificar qual a relagdo existente entre as dreas dos
quadrados e as medidas de seus respectivos lados, para que assim possa concluir que a
razao entre as areas nao ¢ a mesma entre os lados e os perimetros, ou seja, nesta etapa
da educacao basica ja ha uma preocupacao em desenvolver uma relagao entre as areas de
figuras semelhantes, visto que, independente do comprimento dos lados, dois quadrados
sempre serao semelhantes.

A seguir estao elencadas, ainda com base em [3], algumas habilidades que os estudantes

devem ter desenvolvidas no final do Ensino Médio:
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« (EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de &reas
totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situacoes reais
(como o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos
formatos sejam composigoes dos s6lidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias

digitais.

o (EM13MAT506) Representar graficamente a variagdo da érea e do perimetro de
um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e

classificando as fungoes envolvidas.

Compreende-se, com base nessas habilidades expostas, que ao final do ensino médio,
o estudante deve ser capaz de utilizar diversas formas para verificar se duas figuras sao
semelhantes, ndo se limitando, portanto aos angulos das figuras e a valores dos segmentos
que compoem os lados. Além disso, espera-se também que ao final desta etapa do ensino,
o estudante possa empregar diferentes métodos para a obtencao da area de uma superficie
ou do volume de um sélido e neste sentido, o conceito de semelhanca torna-se um recurso

que pode auxiliar no desenvolvimento desses métodos.

4.2.2 Figuras semelhantes

Buscando contemplar os conteidos matematicos necessarios para desenvolver as ha-
bilidades apresentadas na secao anterior, esta revisao apresenta os conceitos e defini¢oes
matematicas necessarias para desenvolver nos estudantes as habilidades da BNCC que
foram elencadas anteriormente, tomando figuras semelhantes como conteido matematico
central. Vale ressaltar que o objetivo desta secdo nao é apresentar os resultados através
de um abordagem considerada adequada para a educacao basica, pois a mesma foi de-
senvolvida com base em [2] e [5], com o objetivo de servir como fonte para professores
interessados em um enfoque mais formal do contetido, demonstrando os resultados que
serao utilizados na aplicacao das sequéncias didaticas.

E comum na Educacio Bésica, os livros de geometria mais tradicionais apresentarem o
conceito de semelhanca através dos tridngulos, definindo como semelhantes os triangulos
que possuem angulos correspondentes congruentes e lados correspondentes proporcionais,
posteriormente este conceito é ampliado para os demais poligonos, entretanto, esta de-
finicdo nao se mostra suficiente para esta abordagem, visto que a intengao é estudar a
semelhanca entre formas nao necessariamente poligonais.

Abordaremos, portanto, o conceito de semelhanca de modo que possamos apresentar

um tratamento valido para quaisquer formas definidas no plano ou no espaco.

Definicao 4.1 Seja F e F' figuras contidas no plano ou no espa¢o e r um niumero real
positivo, dizemos que F' e F' sao semelhantes por razao de semelhanca r se existe uma

correspondéncia biunivoca o : F — F' entre os pontos de F' e os pontos de F', com a
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sequinte propriedade: se X,Y sao pontos quaisquer de F' e X' = 0(X), Y = o(Y) sao

seus correspondentes em F', entdo

XY =r- XY
ou ainda,
X'y’
— =T
XY

O niumero real r que multiplica as distancias ¢ chamado de razdo de semelhanca e 0s
segmentos XY e X'Y' sao chamados de homologos. No caso dos triangulos, a congruéncia

dos angulos correspondentes € uma consequéncia da semelhanca entre as figuras, ou seja,

se o : AABC — NA'B'CY, entio A= A'; B=B'; C =",

4.2.2.1 Relacdo entre areas de figuras semelhantes.

Buscando generalizar a relacao ente as areas de figuras semelhantes, desenvolveremos a

demonstragao da proposicao a seguir.

Proposicao 4.1 A razdo entre as dreas de dois retangulos semelhantes é igual ao qua-

drado da razao de semelhanca.

Demonstragao: Considerando inicialmente que a area Ar de um retadngulo de altura

a e base b é dada por
AR = ab. (41)

Considere agora dois retangulos R e R’ semelhantes de modo que que ¢ : R — R’ com
razao r. Se as medidas do retangulo R sdo a e b, entdo as medidas de R’ s@o ra e rb.

Pela equacao 4.1, as areas de R e R’ medem
Ap=ab e Ap =ra-rb= Ap =12 ab.
Logo,

Ap
B2
Ar

AR/:’T‘Q'AR:>
]

A seguir sera enunciado e demonstrado um resultado que generaliza a relagao entre
as areas de duas figuras semelhantes quaisquer. Durante o processo uma figura genérica
sera aproximada por um poligono retangular e o resultado obtido acima sera utilizado em

um dos passos para demonstrar a relagao entre a drea desta figura e sua semelhante.

Teorema 4.1 A razdo de semelhanca entre as dreas de duas figuras planas semelhantes

quaisquer € iqual ao quadrado da razdo de semelhanca.
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Demonstragao: Seja F' uma figura plana qualquer, encontraremos o valor da area de
F aproximando por areas de poligonos por falta ou por excesso. Os valores da area de
F aproximados por falta sao, por definicao, as areas dos poligonos P contidos em F' e
os valores da area de F' por excesso sao as areas dos poligonos () que contém F. Assim,

tomando poligonos P e () que obedecem as condigoes acima, podemos afirmar que
AP < AF < AQ

Nesta demonstracao, usaremos poligonos obtidos pela reuniao de varios retangulos justa-
postos, portanto o calculo de suas areas se da de forma mais direta, visto que podemos
calcular a area aproximada da figura, através da soma das areas dos retangulos que for-
mam o poligono. Considere um poligono retangular P; contido em F' obtido por uma
aproximagao a; suficientemente proxima de F'; de modo que o valor da area de F' aproxi-
mado por falta possa ser expresso por Ap ~ Ap,.

Contudo, podemos tomar uma aproximacao a, mais precisa, através de um poligono
retangular P, formado pela unidao de P, com outros retangulos menores de area Ry,

justapostos a P, de modo que ainda se tenha
Apl < Ap2 < AF

Podemos tomar ainda uma aproximagao az ainda mais precisa que a, através de um outro
poligono retangular Ps, e obter Ap, < Ap, < Ap, < Ap, como ¢é possivel notar no caso a

seguir

Figura 100 — Figura aproximada por poligono retangular Ps.

Fonte: Autoria prépria.

Como entre dois nimeros reais sempre ha um outro nimero real, podemos tomar uma
sequéncia de numeros b, = Ap — %, com n > 1 e notar que para todo b,, existe um
poligono retangular P, tal que

bn < Apn < AF

Por outro lado, considerando um poligono retangular (), aproximando por excesso e apli-
cando um raciocinio inteiramente analogo, podemos obter uma outra sequéncia ¢, =

Ap + %, com n > 1 e notar que para todo ¢, existe um poligono retangular @, tal que
Ap < AQn < Cp.
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Observe que quanto maior o valor de n, teremos Ap, e Ag, mais proximas de Ar. Portanto
0 0
nli_)rrolobn:AF—%:AF e nli_)rgocn:AF—{—%/:AF.
Como b, < Ap, < Ap < Ag, < ¢n, pelo Teorema do Confronto®, temos que Ap, e Ag,
convergem para a Ap. Disto segue que a area de uma figura plana qualquer pode ser
vista como o limite da justaposicao de poligonos retangulares. E, portanto, considerando
agora o : F' — I’ uma semelhanca entre figuras F, I’ com razao de semelhanca r e P,

P’ aproximacoes para F', I, podemos apresentar as areas das figuras F' e F’ da seguinte

forma

Ar=limAp e Ap =limAp.

Como lim Ap e lim Ap: sdo poligonos semelhantes

A
limAp/:T2'hmAp:>AFr:7’2AF = AF :r2_
F

OJ

Portanto, a razao entre as areas de duas figuras semelhantes quaisquer é igual ao
quadrado da razao de semelhancga. Agora veremos as relacoes existentes entre os volumes

de solidos semelhantes, tomando como base ainda a razao de semelhanca.

4.2.2.2 Relacdo entre os volumes de dois sélidos semelhantes quaisquer.

Os resultados a seguir buscam deduzir uma generalizacao entre os volumes de sélidos
semelhantes, ou seja, pode ser aplicado nos sélidos usuais vistos na educacgao bésica e em
situagoes do cotidiano que envolvem soélidos nao usuais, como relacionar os volumes de

duas estatuas semelhantes.

Proposicao 4.2 A razao entre o volume de blocos retangulares semelhantes é igual ao

cubo da razao de semelhancga.

Demonstracao: Sabendo que o volume Vp de um paralelepipedo de dimensoes a, b, ¢ é
dado por
Vp = abe.

Consideramos agora dois paralelepipedos retos retangulos P e P’, semelhantes por razao
r e com dimensoes medindo a, b, c e a’, V', ¢’ respectivamente.

Calculando os volumes de P e P’ encontramos
Vp =abc e Vp/ = a'.b’.c’.

Comoa =ra, b =rbecd =rc

)
VP’ _ 713
Vr

O Teorema do Confronto estd enunciado e demonstrado em [6, A37)

Ve = ra.rbarc = r3.abc = Vpr = 3. Vp =

3
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O

A seguir sera enunciado e demonstrado um resultado que generaliza a relacao entre
os volumes de dois sélidos semelhantes quaisquer. Durante o processo um sélido genérico
serd aproximado por um poliedro retangular que é um poliedro obtido pela justaposicao
de blocos retangulares e o resultado obtido acima sera utilizado em um dos passos para

demonstrar a relacao entre os volume deste solido e seu semelhante.

Teorema 4.2 A razdo entre os volumes de dois sélidos semelhantes quaisquer € iqual ao

cubo da razdo de semelhanca.

Demonstragao: Seja S um solido qualquer, encontraremos o valor do volume de S
aproximando por poliedros, fazendo isto por falta ou por excesso. Os valores do volume
de S aproximados por falta sao, por definicdao, os volumes dos poliedros R contidos em S
e os valores do volume de S por excesso sao os volumes dos poliedros T que contém S.
Assim, tomando os poliedros R e T' que obedecem as condi¢oes acima, podemos afirmar
que

Ve < Vg < V.

Para apresentar um tratamento de facil entendimento, aproximaremos o sélido por polie-
dros retangulares. Considere entao um sélido S e um poliedro retangular Ry contido em S
obtido por uma aproximacao a; suficientemente proxima de .S, de tal modo que o valor do
volume de S aproximado por falta possa ser expresso por Vg ~ Vj,. No entanto, podemos
ainda tomar um poliedro retangular R, por uma aproximagao as mais precisa formada
pela unido de R; com outros blocos retangulares de Volume B; e notar em seguida que
ainda ¢é possivel tomar uma outra aproximagao az ainda mais precisa que as através de um
outro poliedro retangular R3 composto pela uniao de Ry com outros blocos retangulares

de volumes B, como podemos observar na ilustracao a seguir.

Ri Rs

Figura 101 — Sélido aproximado por poliedro retangular Ps.

Fonte: Autoria propria

Isto significa que os volumes se relacionam da seguinte forma

VR1 < VR2 < VR3 < Vs.
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Como entre dois nimeros reais sempre hd um outro ntimero real, pudemos tomar uma
sequéncia de nimeros b, = Vg — %, com n > 1 e notar que para todo b, existe um poliedro
retangular R,, tal que

b, < VRn < Vs.

Por outro lado, se considerarmos um outro poliedro retangular 77 obtido por uma aproxi-
macao por excesso e aplicamos um raciocinio analogo, concluiremos que ¢é possivel tomar
outra sequéncia ¢, = Vg + % e notar que para todo ¢, existe um poligono retangular 7;,
tal que

Vs < STn < Cp,.-

Observe que quando tornamos maior o valor de n, teremos Vg e Vp mais proximos de

Vs, logo
0 0
limbn:VS—%:Vg e nli_)rglocn:VS—i—%zvs.

n—oo

Como

b, < Vg, < Vs < Vg <cy,

além disso, b, ¢ crescente, ¢, ¢ decrescente e ambas convergem para Vg, pelo Teorema do
Confronto?, temos que Vi e V, convergem para o mesmo valor que as sequéncias. Disto
segue que o volume de um solido qualquer pode ser pode ser visto como uma justaposicao
de blocos retangulares. Considerando agora o : S — S’ uma semelhanca entre os solidos
S, S’, com razao de semelhanca r e P,P’ aproximacoes para S, .S’, podemos apresentar os
volumes de S e S’ como

VS = lim VP e VS/ = lim Vp/.

Como lim Vp e lim Vpr sdo poliedros retangulares semelhantes temos

VS/ 3

limVp/:TSIimVp = VS’:T3VS = % = 7r°.
S

O

Portanto, a razao entre os volumes de dois sélidos semelhantes quaisquer é igual ao

cubo da razao de semelhanca.

4.3 Metodologia

O presente trabalho pode ser classificado como uma pesquisa exploratéria de cunho
qualitativo, mais precisamente, um estudo de campo, visto que os procedimentos utiliza-
dos na pesquisa estao de acordo com a definigdo de [7] para o estudo de campo, no qual
ele afirma que:

4O Teorema do Confronto estd enunciado e demonstrado em [6, A37]
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Tipicamente, o estudo de campo focaliza uma comunidade, que nao é ne-
cessariamente geografica, j4 que pode ser uma comunidade de trabalho,
de estudo, de lazer ou voltada para qualquer outra atividade humana.
Basicamente, a pesquisa é desenvolvida por meio da observacao direta
das atividades do grupo estudado e de entrevistas com informantes para
captar suas explicagbes e interpretacoes do que ocorre no grupo. Esses
procedimentos sao geralmente conjugados com muitos outros, tais como
a andlise de documentos, filmagem e fotografias. [7, p.53].

Mais especificamente, este estudo consiste na elaboracgao, aplicacdo e analise de duas
Sequéncias Didaticas, como proposta de ensino e aprendizagem de Semelhanca de Figuras,
estabelecendo relacoes entre as dreas e/ou entre os volumes das figuras estudadas, visando
desenvolver nos estudantes as habilidades exigidas na BNCC.

A coleta de dados foi realizada com estudantes do 3° ano do Ensino Médio de uma
escola da rede publica do estado de Pernambuco, localizada no municipio de Olinda-
PE. A turma do 3° ano do ensino médio foi divida em dois grupos com os quais foram
trabalhados os conceitos que envolvem os volumes de figuras semelhantes. Em ambos os
grupos o conceito de semelhanca de figuras foi apresentado através de sequéncias didaticas,
entretanto com um grupo foi trabalhado de modo presencial e no outro, a sequéncia foi
trabalhada de forma inteiramente remota.

A opcao de trabalhar de forma remota se mostrou uma alternativa vidvel para situagoes
em que o processo de ensino nao pode ocorrer de forma presencial. Devido a esta pesquisa
ocorrer no momento de pandemia, no qual a capacidade méaxima na escola era de 11
estudantes por turma, a quantidade de participantes no grupo presencial foi reduzida,

obtendo 7 estudantes neste grupo e 18 estudantes no grupo remoto.
As sequéncias didaticas foram elaboradas de acordo com a concepgao de [8] que afirma
que:

As sequéncias podem fornecer pistas acerca da fun¢ao que cada uma das
atividades tem na construcdo do conhecimento ou da aprendizagem de
diferentes contetdos e, por seguinte, valorizar a pertinéncia ou nao de
cada uma delas, a falta de outras ou a énfase que devemos lhes atribuir.
8, p.179].

Dessa forma, as sequéncias foram elaboradas com atividades que tém como foco princi-
pal a relacao existente entre as areas de figuras semelhantes e entre os volumes de figuras
semelhantes. As atividades propostas em cada sequéncia estao apresentadas a seguir,

com seus respectivos objetivos e separadas por encontros que ocorreram de duas formas,

utilizando aulas de 50 minutos (h.a.) e encontros assincronos (ass).
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tica

. . G -
Atividades Objetivo Ci;}lpo presett Grupo remoto
Aplicacao do Verificar se o aluno ja possui | 1° encontro 19 encontro (ass)
pré teste as habilidades desenvolvidas. | (1h.a)
Vot
Lista com otivar * abor'd agern dof g0 encontro | 2° encontro
tema através de situacgoes do
problemas o (2h.a) (2h.a)
cotidiano.
Conceito de Apresentar a ideia de seme- | 3° encontro | 3¢ encontro
semelhanga lhanga. (1h.a) (1h.a)
Exercicio de Fixar os conceitos apresenta- | 3° encontro | 3° encontro
fixagao dos na aula. (1h.a) (1h.a)
Revisao de Lembrar os conceitos envol- | 4° encontro (20 4 encontro (ass)
volume vendo cédlculo de volumes. min)
o trui Hlid -
Realizacao da Construir o5 SOUCOS SEIET o encontro | 5° encontro
. lhantes e verificar a relacao
oficina (2h.a) (2h.a)
entre os volumes.
Socializar as relagoes encon-
o tradas pelos estudantes, con- | _, o
Finalizacao da . - 5° encontro | 6° encontro
SequAnCia cluindo que elas estao de (1h.a) (1h.a)
4 acordo com os resultados dos ) '
Teoremas 4.1 e 4.2
Identificar quais habilidades
Aplicagao do | foram desenvolvidas com a | 6° encontro 7% encontro (ass)
pos teste aplicacao da sequéncia did4- | (1h.a)

Tabela 4 — Atividades das sequéncias didaticas

Fonte: Autoria propria.

4.4 Resultados e discussoes

Nesta secao, é feita uma analise detalhada do desenvolvimento das atividades que

compoem as sequéncias didaticas, discutindo o fatores relevantes a esta pesquisa que

foram percebidos no decorrer do processo de aplicacao.

Além disso, sdo expostos os

resultados dos questionarios pré teste e pos teste das duas sequéncias didaticas aplicadas.

Em seguida os resultados do pré teste e pds teste de cada modalidade utilizada sao

comparados, verificando se a aplicacao de cada sequéncia didatica apresentou resultados

satisfatorios.

441 Resultados do pré teste

No primeiro encontro foi aplicado o mesmo questionario pré teste para os grupos

presencial e remoto, com a finalidade de verificar quais as habilidades que os estudantes

ja dominavam e quais habilidades deveriam ser desenvolvidas no decorrer das sequéncias
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didaticas. Para o grupo remoto, o questionario foi enviado em formato de formulario
online.

Foi informado aos estudantes que o questionario é parte de uma pesquisa, numa tenta-
tiva de tranquiliza-los, caso os mesmos tivessem dificuldades para responder corretamente
todas as questoes e como esperado, muitos tiveram dificuldades com algumas questoes.
Por outro lado, tiveram questoes com uma quantidade satisfatéria de acertos. A seguir

apresentamos a porcentagem de acertos por questao em cada grupo.

Questao 1. Aponte qual das afirmagoes a seguir, estd corretamente ligada ao

conceito de semelhanca de figuras.

a) Duas figuras sdo semelhantes se, e somente se, sdo iguais.

b) Duas figuras sdo semelhantes, se e somente se os lados correspondentes sao

proporcionais.

¢) Duas figuras sao semelhantes se uma pode ser vista como ampliagao da outra

dada por uma razao r.

d) Duas figuras sao semelhantes se os angulos formados pelos lados sdo congru-

entes.

Alternativa correta (A)

No grupo presencial 14,3% das respostas foram corretas, enquanto no grupo remoto,
a porcentagem de acerto foi de 5,5%. Estes dados mostraram que os estudantes iriam
participar da pesquisa, em sua maioria, sem compreender, de maneira precisa, o conceito

de semelhanca.

Questao 2. Qual das figuras a se- A\ 7 R B F L
guir é semelhante a figura A? 34 ‘\ - Y
I) Figura B IT) Figura C S P D

E F o /
[I) Figura D IV) Figura E L/\ Sy

Alternativa correta (C)

As porcentagens de acertos dos grupos presencial e remoto nesta questao foram respec-
tivamente 42,3% e 72,2%. O que nos permite concluir que, mesmo nao compreendendo
precisamente o que sao figuras semelhantes, os estudantes sdo capazes de reconhecer fi-
guras semelhantes, dado que o grupo presencial apresentou um quantitativo mediano de

acertos, enquanto o grupo remoto apresentou um quantitativo consideravel de acertos.
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Questao 3. A figura R, é semelhante a fi-

gura Ry por razao de semelhanga r = 2. Com
. p , . Ity
isso podemos afirmar que a area de Ry ¢ igual

Iy

a: 2w

a)8m?  b)12m?*  ¢)18m?  d) 24m?

Alternativa correta (D)
Visando facilitar o calculo da area da figura semelhante, nesta questao foram utilizados

retangulos semelhantes, o que permite aos estudantes formular uma solugdo encontrando
primeiramente as medidas das dimensoes do retangulo Ry para, em seguida calcular sua
area, ou seja, a solugdo nao esta restrita apenas a habilidade de conhecer a relagdo exis-
tente entre as areas de figuras semelhantes e a razao de semelhanca. Ainda assim, a
porcentagem de acertos dos grupos presencial e remoto foram respectivamente iguais a
42,3% e 33,3%, com isso notamos que em nenhum dos grupos houve mais de 50% de

acertos, o que considerariamos satisfatorio.

Questao 4. Qual dos sélidos geomé-

tricos a seguir é semelhante ao solido ) ) D
il 1 ¥
S? 4 f

Alternativa correta (B)
No grupo presencial 100% dos estudantes responderam corretamente e no grupo re-
moto a porcentagem de acertos foi de 72, 2%. Isto mostra que uma quantidade significativa

dos estudantes conseguem identificar dois solidos semelhantes.
Questao 5. A seguir temos dois cubos C; e Cy. A

aresta do cubo maior possui o dobro da medida da

aresta do cubo menor e o volume do cubo menor é

e

igual a 1m?3.

Podemos afirmar que o volume do cubo maior ¢é igual

a) 2m? b) 4m3 c) 8m? d) 12m?

Alternativa correta (C)

Nesta questao foram utilizados cubos como as figuras semelhantes, tendo em vista
que o objetivo da questao foi de verificar se o estudante encontra o volume de um soélido
usando o conceito de semelhanca de figuras. Aqui o estudante poderia ainda encontrar a
medida da aresta do cubo C5 e em seguida calcular seu volume. Contudo as porcentagens
de acertos dos grupos presencial e remoto foram respectivamente iguais a 28, 6% e 33, 3%,

nao podendo ser consideradas satisfatorias.
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4.4.2 Discussoes sobre as atividades desenvolvidas
4421 Lista de problemas praticos do cotidiano

No segundo encontro foi aplicada para o grupo presencial e também para o grupo
remoto uma lista com problemas praticos do cotidiano. Durante o desenvolvimento das
atividades, foi possivel notar que, em ambos os grupos, os estudantes apresentavam uma
satisfatoria nocao intuitiva de semelhanca, podendo identificar as figuras semelhantes
nos problemas, entretanto apresentavam bastante dificuldade de aplicar os conceitos de
semelhanca na elaboracgdo de uma estratégia para resolver o problema. A seguir estd

colocado de forma mais precisa o que foi possivel observar em cada questao.
Questao 1. No interior de um lago que possui a forma de um

pentagono regular deseja-se construir uma ilha semelhante a

1
3

Qual deve ser a medida do contorno da ilha, se cada lado do

este lago com razao %, conforme ilustra a figura a seguir:

lago mede 6 metros?

Resposta correta: 10 metros Bin
Alguns estudantes conseguiram resolver esta questao sem dificuldades, enquanto outros

nao souberam aplicar o conceito de semelhanca com base na razao de semelhanca. Para
ajudar estes que tiveram dificuldades, foi exposto dois exemplos utilizando quadrados e
triangulos equilateros, mostrando a relacao entre a razao de semelhanca e os contornos

das figuras.

Questao 2. Em certo momento do dia, um poste projetava
sobre a calgada uma sombra de 4 m. Esse mesmo momento,
um homem de 1,80 m de altura, que estava ao lado do poste,

projetava uma sombra de 1,20 m. Qual a altura do poste?

Resposta correta: 6 metros

A maior dificuldade apresentada pelos estudantes do grupo presencial e do grupo
remoto foi identificar que as alturas citadas no problema e suas respectivas projecoes de-
terminavam triangulos semelhantes. Entretanto, muitos perceberam que a relacao entre
as alturas e suas projecoes eram proporcionais, mas por nao conseguir visualizar, nao con-
seguiram estabelecer a propor¢ao na maneira adequada, o que comprometeu a solugao do
problema. Numa tentativa de fornecer um caminho viavel para a solucao, foi apresentado
aos estudantes os triangulos que eram determinados pelos dados do problema e lembrado
que o conceito de razao de semelhancga vista no problema anterior poderia ajudar nesta

questao.

96



4. Areas e volumes de figuras semelhantes: propostas e andlise de sequéncias diddticas

Questao 3. Veja na figura o procedimento
usado por Marcos para descobrir a distan-
cia entre as arvores A e B proximas do lago.
Sabendo que a medida do passo de Marcos
¢ 100 cm, determine a distancia entre essas

arvores, em metro.

Resposta correta: 90 metros

Os estudantes perceberam que os tridngulos apresentados na questao eram semelhan-
tes e usaram o conceito de proporcionalidade entre os lados para buscar a solucao do
problema, no entanto alguns estudantes ainda nao aplicaram este conceito da maneira
adequada por nao identificar quais eram os lados correspondentes. Para ajudar a enca-
minhar os alunos para uma solu¢ao correta, o professor fez uma observacdo mostrando
que os angulos das figuras semelhantes sao congruentes e pode-se tomar os angulos como

referéncia para classificar os pares de lados correspondentes.

Questao 4. Para presentear seu amigo, Jorge comprou um quadro utilizando um
aplicativo de internet e para verificar as medidas do quadro comprado ele solicitou
uma foto da pintura antes que ela fosse enviada. Apos revelar a foto recebida, ele

percebeu que ao lado
do quadro havia uma caneta e entao ele

efetuou algumas medigoes e anotou, con-
forme ilustra a figura a seguir:
Sabendo que uma caneta possui 14cm de

comprimento, quais as dimensoes reais

do quadro comprado por Jorge?

Resposta correta: 35c¢cm e 21cm.

Em ambas as sequéncias os estudantes apresentaram bastante dificuldade para perce-
ber que havia relacao entre o quadro real e o quadro apresentado na imagem. Possivel-
mente pelo fato de haver apenas uma imagem na questao, os estudantes nao conseguiram
identificar a relagao de proporcionalidade estabelecida entre a razao das dimensoes do
quadro real e do quadro na foto e a razdo do comprimento da caneta real e da caneta
na foto. Quando perguntados a respeito da dificuldade de resolver o problema, os es-
tudantes responderam: "Como vou fazer aqui, se sé tem uma imagem?" "Ta faltando
algum dado no problema." Para minimizar a dificuldade, foi mostrado aos estudantes a
proporcionalidade entre as dimensoes reais e as dimensoes virtuais citadas no problema.

De modo geral, foi possivel notar durante o desenvolvimeno desta atividade que os

estudantes ficaram motivados a buscar as solugoes dos problemas apresentados, comen-
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tando e comparando entre eles as solugoes encontradas. Nos momentos de dificuldade do
grupo, quando a solugao nao foi encontrada, eles recorreram ao professor e conseguiram

po fim resolver todas as questoes.

4.42.2 Apresentacao de figuras semelhantes e lista de exercicios

No terceiro encontro, em ambas sequéncias, foi trabalhado o conceito de semelhanca
de figuras através de uma exposi¢ao de conteuido, apresentando inicialmente a semelhanca
entre figuras planas como uma relagao entre duas figuras com mesma forma, mas nao ne-
cessariamente o mesmo tamanho, explicando que as dimensoes da figura variam de acordo
com uma razao de semelhanca r. Neste momento foram apresentadas as propriedades da
congruéncia dos angulos internos e da razao constante entre os lados correspondentes dos
poligonos semelhantes. Posteriormente este conceito foi ampliado para os sélidos seme-
lhantes, mostrando que as propriedades de congruéncia dos angulos internos e da razao
constante entre os segmentos correspondentes também sao validas neste caso.

Em seguida foi aplicada uma lista de exercicios, possibilitando aos estudantes a aplica-
cao direta das propriedades expostas pelo professor e, em ambos os grupos, os estudantes
apresentaram algumas dificuldades para resolver a lista por completo, necessitando da
intervencao do professor em alguns casos. A seguir estao apresentados os exercicios que
foram aplicados neste encontro, juntamente com os fenémenos que foram possiveis obser-

var.

Exercicio 1. Qual é a razao de semelhanca entre a figura re-
duzida (a direita) e a figura original (a esquerda) na ilustragao

abaixo?

Os estudantes nao apresentaram dificuldade para resolver este exercicio, salvo alguns
1
2
foi mostrado que o valor da razao de semelhanca determina se a figura sera ampliada ou

casos nos quais as respostas eram r = 2 e nao r = 3, como deveria. Para estes casos,

reduzida.

Exercicio 2. Com uma régua, meca a base e a altura dos retangulos a seguir e,

com o auxilio de um transferidor, meca os angulos de ambos.
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a) Qual é a razdo entre a medida da base do retangulo

vermelho e a medida da base do retangulo verde?

b) Qual é a razao entre a medida da altura do re-

tangulo vermelho e a medida da altura do retangulo

verde?

c) Esses retangulos sao semelhantes? Por qué?

Neste exercicio houve uma divergéncia entre os grupos presencial e remoto, pois nos
dois grupos alguns estudantes nao tinham o material necessario para medir os angulos
das figuras, embora o transferidor faca parte dos materiais didaticos listados anterior-
mente, muitos nao conseguiram adquirir a tempo. No grupo presencial, devido a pequena
quantidade de estudantes, o material que tinhamos na escola foi suficiente para que cada
estudante pudesse fazer o seu exercicio, j4 no grupo remoto, a solucao encontrada foi
medir os angulos na videochamada para que todos pudessem verificar as medidas das
figuras. Apesar desta divergéncia, os dois grupos conseguiram resolver os trés itens, cha-
gando a conclusao esperada de que as figuras eram semelhantes por possuirem angulos

correspondentes congruentes e a razao entre os lados ser constante.

Exercicio 3.  Verifique, utilizando régua

e transferidor, qual das figuras a seguir é se- #

melhante ao retangulo A. D
-

Nos dois grupos, as dificuldades decorrentes da falta de transferidor que ocorreram

no exercicio 2, também ocorreram neste exercicio. No grupo remoto, usando de uma
estratégia semelhante a da questao 2, quando os estudantes solicitaram, foi feita uma
medicao dos angulos através da videochamada. Essa estratégia possibilitou mostrar ao
grupo que em alguns casos, mesmo havendo proporcionalidade entre os lados, os angulos
correspondentes nao eram congruentes e que a semelhanca sé ocorre quando as duas

conigoes sao satisfeitas, assim foi possivel atingir o objetivo do exercicio.

Exercicio 4. As figuras F' e I’ a seguir sao seme-

lhantes com razao de semelhanca r = 3. Encontre o

valor da drea de F". 3

2ein

Dein

Neste exercicio os estudantes tiveram dificuldade para encontrar o valor da area da

figura F’, alguns responderam afirmando que o valor da &rea seria trés vezes maior, visto
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que o valor de semelhanga é r = 3, outros estudantes conseguiram encontrar o valor da
area encontrando primeiramente as dimensoes da figura F” e em seguida calculando a area

do quadrado de lado 6¢m, a saber 36¢m?.

Exercicio 5. Sabendo que dois cubos ;

quaisquer sao semelhantes e que a aresta do

cubo C5 tem o dobro da medida da aresta do

cubo (1, determine o volume de Cs.

Neste exercicio os estudantes também tiveram dificuldade para encontrar o volume
do cubo C5. Alguns estudantes afirmaram equivocadamente que o volume do cubo Co
também dobraria, outros responderam que o volume do cubo Cs seria 4 vezes maior que
o cubo (', devido a razao de semelhanca ser r = 2. Como neste exercicio, diferentemente
do anterior, as dimensoes da figura original ndo estavam explicitas, os estudantes nao
conseguiram encontrar dimensoes do cubo Cy para em seguida calcular o volume.

Diante das dificuldades apresentadas pelos estudantes na resolugao dos exercicios 4 e 5,
ficou evidente que o estudo de semelhanca de figuras, através da abordagem apresenada,
nao foi suficiente para desenvolver nos estudantes as habilidades de verificar a relagao
entre as areas e entre os volumes de figuras semelhantes, este fato justifica a necessidade

de se desenvolver as atividades programadas para o proximo encontro.

4.4.2.3 Revisdo de volumes de sélidos e proposta de oficina

No primeiro momento desta etapa da sequéncia de atividades o encontro com o grupo
remoto ocorreu em formato assincrono, através de um video postado na plataforma da
sala de aula virtual, contendo uma aula de revisao sobre as formas de calcular os volumes
de cubos, prismas, cilindros, piramides, cones e esferas. O outro momento desta etapa
ocorreu através de uma videochamada, na qual foi proposta uma atividade em formato
de oficina para este grupo.

A mesma revisao foi feita com o grupo presencial e posteriormente foi proposta a
mesma atividade em formato de oficina. Entretanto pela dindmica da aula presencial,
foi possivel fazer a revisdo e desenvolver as atividades da oficina em duas aulas de 50
minutos, sendo necessario um tempo menor do que o tempo gasto com o grupo remoto.

A seguir estdo apresentadas algumas observagoes sobre o desenvolvimento de cada

atividade que compoe a oficina.

Atividade 1. Construa na malha quadriculada um tridngulo retangulo com base
medindo 3 e altura 2, em seguida construa, ao lado deste, um tridngulo retangulo
semelhante com razao de semelhanca r = 2 e encontre o valor das areas das duas

figuras.
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O uso da malha quadriculada foi um obstaculo para alguns estudantes, visto que
alguns nao puderam imprimir o modelo da malha enviado e também nao possuiam recursos
tecnologicos para utlizd-la de modo digital. A alternativa encontrada para esta dificuldade
foi criar uma malha numa folha de papel oficio com o auxilio da régua.

Apoés resolver o problema da malha, a atividade foi desenvolvida por ambos os grupos
sem muita dificuldade, com isso foi possivel notar que os estudantes compreenderam o

conceito de semelhanca entre os lados dos tridngulos com base na razao de semelhanca.

Atividade 2. Utilize a malha quadriculada para analisar o que acontece com a
area de um quadrado se dobrarmos o valor dos seus lados. E quando triplicarmos o

valor do lado?

Nesta atividade foi possivel notar com o grupo presencial que os estudantes cons-
truiram quadrados semelhantes, de modo andlogo a atividade anterior e, em seguida,
calcularam as areas dos quadrados utilizando a soma dos quadrados unitarios presentes
na malha. Os estudantes do grupo remoto também conseguiram construir os quadrados
e quando perguntados pelo método utilizado, dois estudantes que se pronunciaram decla-
raram ter utilizado o mesmo método que foi observado no grupo presencial. Entretanto,
as comparagoes entre as areas nao foram todas por meio da razao, alguns estudantes
comparam por meio da diferenga, como o estudante que afirmou "quando dobrei o lado do
quadrado a drea aumentou 12 unidades”. No seu exemplo, este estudante considerou ini-
cialmente um quadrado de lado 2 e ao encontrar as areas desejadas, ele comparou fazendo
subtragoes, chegando assim numa conclusao equivocada. Os estudantes que cometeram
este equivoco foram direcionados a usar mais de um exemplo e comparar as areas usando

a razao.

Atividade 3. Os triangulos a seguir sao semelhan-

tes com razao de semelhanca r = 4. Qual a relacao

existente entre as areas dos tridngulos? R

Devido ao uso da malha quadriculada, os estudantes conseguiram calcular as areas
das figuras somando as areas dos quadrados unitarios e juntando dois triangulos cujos
catetos medem 1 para formar um quadrado unitario. Nesta atividade ja nao houve casos

em que a comparacao foi feita pela diferenca.

Atividade 4. Com base nos resultados anteriores, responda o que acontece com

a area de um poligono qualquer quando dobramos o comprimento dos lados.

Esta atividade, por se tratar de uma questdao mais generalizada, ndo apresentando a

figura dos poligonos semelhantes, os estudantes tiveram dificuldades para apontar uma
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solucao. Para direcionar os estudantes a uma estratégia de resolucao adequada do pro-
blema, foi mostrado o que aconteceu com os poligonos das atividades anteriores, fazendo
uma relacao entre a razao de semelhanca e as areas dos poligonos. Apods esta observacao,
ambos os grupos conseguiram apontar a resposta esperada que era afimar que a area

ficaria 4 vezes maior.

Atividade 5. Utilizando papelao e fita

adesiva, construa um paralelepipedo com as

G

dimensoes apresentadas na figura abaixo.

Em seguida calcule o seu volume. fem

10em

Para esta atividade, a maior dificuldade de ambos os grupos foi construir os sélidos
com as medidas indicadas. Para ajudar os estudantes, foi colocado um passo a passo,
mostrando que eles poderiam primeiramente cortar as faces com os tamanhos indicados e
em seguida montar o solido, envolvendo as faces com fica adesiva. Apds a confeccao dos

solidos, os estudantes apontaram o volume do paralelepipedo sem muitas dificuldades.

Atividade 6. Construa um paralelepipedo semelhante ao paralelepipedo construido

anteriormente por razao de semelhanca r = 2 e verifique a relagao entre os volumes.

Para desenvolver esta atividade, boa parte dos estudantes optou por criar primeira-
mente um rascunho do sélido que deveria ser criado, definindo suas medidas com base
no solido da questao anterior e da razao de semelhanca. Neste caso, nao houve muita
dificuldade no processo de confeccao, pois os grupos utilizaram o mesmo passo a passo
da questao anterior. No entanto, para efetuar a verificacao dos volumes, foi necessario
dar um direcionamento, sugerindo que eles poderiam verificar preenchendo o interior do
solido menor e, em seguida, transferir o contetido para o sélido maior, notando assim a
razao entre os volumes das figuras.

Nos dois grupos esta verificacao foi feita com areia, para o grupo remoto foi passado
no final do encontro anterior uma lista com os materiais que seriam utilizados nesta
atividade e para o grupo presencial, foi disponibilizado um recipiente com areia, para
que os estudantes pudessem efetuar a verificagdo. Os estudantes verificaram e concluiram
que o volume do sélido maior era 8 vezes maior que o do outro sélido, considerando uma

pequena margem de erro, devido a falta de precisao na confec¢ao dos solidos.

Atividade 7. Calcule o volume do paralelepipedo maior e verifique se a relagao

encontrada esta correta.

Esta atividade foi desenvolvida juntamente com a verificagdo. Os estudantes calcu-
laram e ao comparar os volumes encontrados concluiram que o resultado visto com o

preenchimento dos solidos foi valido.
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Atividade 8. Com base no resultado anterior, responda o que acontece com o
volume de um paralelepipedo quando dobramos o valor do comprimento das arestas.

E quando triplicamos o valor do comprimento?

Para responder esta atividade, os estudantes nao tiveram problemas para apontar o que
acontece quando dobra o valor do comprimento das arestas e optaram por nao construir
outro so6lido com razao de semelhanca r = 3. Na opinido da maioria, a construgao foi
muito complicada. Dai, buscando um método mais pratico de verificar a relagao, eles
desenharam o sélido, calcularam os volumes e verificaram por meio da razao.

Ap6s o cumprimento de todas as atividades da oficina, os estudantes do grupo remoto
tiveram um momento de apresentacao, onde alguns estudantes se dispuseram a apresentar
os solidos que eles construiram, mostrando a relagdo entre os volumes para cada caso.
Devido a dinamica da aula presencial, na qual os estudantes puderam ver a construcao
do outro no momento da realizacdo da oficina, a apresentacdo nao foi necessaria.

Por fim, para finalizar a sequéncia didatica, foi apresentada aos estudantes uma ge-
neralizacao, fazendo uma transposicao didatica dos Teoremas 4.1 e 4.2, tomando como
referéncia as formas estudadas na sequéncia didatica e mostrando que as relagoes entre as
areas e entre os volumes que foram encontradas na realizacao da oficina sao validas para

quaisquer figuras semelhantes.

4.4.3 Resultado do pos teste

Apés a finalizagao das sequéncias didaticas foi aplicado, no tltimo encontro, um ques-
tionario pos teste para os grupos presencial e remoto, a fim de verificar quais habilidades
foram desenvolvidas com a aplicagao das atividades propostas. Para o grupo remoto,
assim como o pré teste, este questionario foi enviado no formato de formulario online.

Nesta secao sera apresentado o resultado do pos teste, além disso, sera realizada uma
comparagao destes dados com os dados do resultado do pré teste. Vale lembrar que ambos
os questionarios foram compostos por questoes com o mesmo objetivo e para tornar esta
comparagao mais direta, tomaremos os resultados de cada questao do pds teste e faremos
uma comparagao com a questao do pré teste que possui o mesmo objetivo.

Além disso, para verificar se os objetivos de cada questao foi alcancado, classificaremos
as questoes do pos teste de acordo com o parametro apresentado na tabela a seguir. Assim

teremos uma resposta direta quanto a viabilidade da utilizagao das sequéncias didaticas.
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PORCENTAGEM DE ACERTOS (z%) | NIVEL DE ALCANCE DO OBJETIVO
0% < x < 50% Ruim
50% <z < 70% Regular
0% < z < 85% Bom
85% < x < 100% Otimo

Tabela 5 — Parametro

Fonte: Autoria prépria.

A seguir estdo apresentadas as questoes do poés teste, seguidas de seus resultados e

suas respectivas andalises e comparagoes.

Questao 1. Marque qual afirmacao a seguir esta corretamente ligada ao conceito

de semelhanca de figuras.

a) Duas figuras sao semelhantes se, e somente se, possuem mesma forma e tama-

nho.

b) Duas figuras sdo semelhantes se uma pode ser vista como ampliagao ou redugao

da outra sem alterar suas proporcoes.

c) Duas figuras sdo semelhantes, se e somente se as razoes entre os lados sao
iguais.
d) Duas figuras sao semelhantes se e somente se os dngulos formados pelos lados

correspondentes sao congruentes.

No grupo presencial 57, 1% das respostas foram corretas, atingindo um nivel de alcance
regular, enquanto no grupo remoto a porcentagem de acerto foi de 72,2%, atingindo um
nivel de alcance bom. Ainda assim acreditamos que aporcentagem de acertos nao atingiu
um nivel melhor devido as atividades desenvolvidas nao estarem inteiramente focadas em
conceituar precisamente a semelhanca de figuras.

Por outro lado, o gréafico a seguir, mostra que ainda assim, houve um consideravel
aumento nas porcentagens de acertos em ambos os grupos, quando relacionados a do pré

teste que possui o mesmo objetivo.
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Porcentagem de acertos da questio 1

Figura 102 — Comparacao da questao 1: pré teste x pos teste

Fonte: Autoria propria.

Compreendemos entao que na questao 1 o grupo presencial atingiu um nivel regular
e o grupo remoto atingiu um nivel bom, associamos este melhor desempenho do grupo
remoto ao uso dos recursos tecnolégicos que nos permitiu ao logo das atividades mostrar

na pratica uma figura sendo ampliada e reduzida.

Questao 2. Qual das figuras a se- I\ ,ﬂ>
guir é semelhante a figura F'? ' “\

a) Figura A b) Figura B A N

c) Figura C  d) Figura D __..._.__//

i £

As porcentagens de acertos dos grupos presencial e remoto nesta questao foram res-
pectivamente 100% e 88,9%. Estes dados nos mostram que os dois grupos atingiram um
nivel de alcance do objeto 6timo, com a totalidade no grupo presencial. No entanto, vale
lembrar que ja no pré teste, a quantidade de acertos foi significativa, conforme mostra o

grafico a seguir.

Porcentagem de acertos da questiio 2

100,00%

B2,50%

72.20%

q
2
7
7
¥
B

Frupo presencial §Aapo remodn

Figura 103 — Comparacao da questao 2: pré teste x pos teste

Fonte: Autoria propria.

Notamos aqui que nos dois grupos o desenvolvimento das atividades pode desenvolver

nos estudantes as habilidades necessarias para alcancar o objetivo desta questao.
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Questao 3. Para cobrir uma piscina com as dimen-

soes da piscina P;, Jonas gastou exatamente 40m? de
lona plastica. Desejando cobrir outra piscina seme- #
lhante a P; e com as dimensoes da figura P,, quantos

m? de lona pléstica ele deverd comprar?

2Em
Diferentemente da questao do pré teste que possui o mesmo objetivo, no pés teste

optamos por utilizar uma questao contextualizada, na qual a area da figura desejada nao
pode ser encontrada sem a aplicacao da relacdo existente entre as areas das figuras e a
razao de semelhanca. Esta estratégia foi utilizada visando verificar se os estudantes seriam
capazes de utilizar esta relacao em quaisquer que fossem as figuras planas semelhantes.
Mesmo restringindo os meios para encontrar a solugao do problemas, as porcentagens
de acertos nos grupos presencial e remoto foram respectivamente iguais a 85, 7% e 77, 8%.
Comprovando que com a aplicagdo da sequéncia de atividades foi possivel atingir o objetivo
esperado no grupo presencial, porém o grupo remoto atingiu um nivel de alcance bom,

conforme mostra o grafico a seguir.

Porcentagem de acertos da questio 3

B5, 0%

77,80%
4 A0
43,20%
I
I
I
1

pre tesee pee taste pes teste

Frapn pressns i frups remaobe

Figura 104 — Comparacao da questao 3: pré teste x pos teste

Fonte: Autoria prépria.

Esta diferenca pode ser atribuida ao obstaculo que surgiu durante a realizacdo da
oficina, visto que alguns estudantes tiveram dificuldade em resolver o problema referente

a area de figuras semelhantes por falta de recursos para utilizar a malha quadriculada.

Questao 4. Marque a alternativa que apresenta trés solidos semelhantes.
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a) Alternativa A

Y —

c¢) Alternativa C

b) Alternativa B

DS@

d) Alternativa D

oe Uoo

As porcentagens de acerto para desta questdao nos grupos presencial e remoto foram
respectivamente iguais a 100% e 88, 9%, mostrando assim que o objetivo para esta questao
foi alcancado em ambos os grupos. Entretanto, as porcentagens de acertos desta questao
no pré teste também foram altas em ambos os grupos, com o grupo presencial atingindo

100% ja no pré teste, conforme mostra o grafico a seguir.

Porcentagem de acertos da questiio 4

19 NWe
Ll W e

100,00% 100,00%
A e
1VU A e BBJE.D%
0,00% 72,20%
60,00%
A e
SU W e
Wy WS
e
A Anes
LURE L]
pre tesie pos testz pré teste pos teste
grupe presencial grupo remofte

Figura 105 — Comparacao da questao 4: pré teste x pos teste

Fonte: Autoria prépria.

Por outro lado, é possivel notar que no grupo remoto houve uma melhora significativa,

atingindo no poés teste uma porcentagem considerada étima.
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Questao 5. Uma empresa que fabrica café
solivel fornece seus produtos em potes que
possuem formas dos solidos P; e P, seme-
lhantes por uma determinada razao de seme- Rllars
lhanca r. Como ilustra a figura a seguir: 10cm

Se o pote P; possui 250g de capacidade, qual

a capacidade do pote P,?

P P
Assim como na questao 3, nesta questao também optamos por utilizar um enunciado

contextualizado, o que difere da questao do pré teste que possui o mesmo objetivo. Aqui
utilizamos sélidos semelhantes diferentes dos sélidos vistos na educagao basica, evitando
que o estudante elabore uma solucao com a aplicagao direta na férmula para obter o
volume sem a aplicagao da relagao existente entre os volumes dos solidos e a razao de
semelhanca. Esta estratégia foi utilizada visando verificar se os estudantes seriam capazes
de utilizar esta relacao em quaisquer que sejam os solidos semelhantes.

Apesar da restricao dos meios para encontrar a solucao, as porcentagens de acertos no
grupo presencial foi 85,7% e no remoto foi 83,3%. Vale lembrar que para esta questao
as porcentagens de acertos nao foram altas no pré teste, como pode ser visto no grafico a

seguir.

Porcentagem de acertos da questdo §

oo 85.70% 83 3%

Figura 106 — Comparacao da questao 5: pré teste x pds teste

Fonte: Autoria proépria.

Notamos entao que as porcentagens de acertos de ambos os grupos aumentou con-
sideravelmente apds as aplicagoes das sequéncias didaticas, o que comprova que com a
aplicacao da sequéncia de atividades foi possivel desenvolver as habilidades esperadas em
grande parte da turma, atingindo um nivel de alcance do objetivo 6timo nos dois grupos.

Na préxima secao apresentaremos uma andalise geral das aplicagoes das sequéncias

didaticas, apontando as consideracoes finais da pesquisa.
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4.5 Consideracoes finais

O presente trabalho se propds a verificar quais as relagoes existentes entre as areas e
entre os volumes de duas figuras semelhantes e elaborar uma forma de apresentar estas
relagoes para estudantes do ensino médio desenvolvendo as habilidades exigidas na BNCC.
Buscando atingir o objetivo desenvolvemos uma revisao bibliografica, encontrando as
relagoes desejadas e em seguida elaboramos duas sequéncias didaticas para a aplicacao
em turmas do terceiro ano de ensino médio.

E importante lembrar que esta pesquisa foi desenvolvida durante o biénio 2020-2021
e neste periodo o ensino piblico em Pernambuco, estado onde desenvolvemos a pesquisa,
aconteceu de forma hibrida, combinando o ensino presencial e remoto e por este motivo,
nos motivamos a desenvolver esta pesquisa pensando nestes dois formatos de ensino e isto
nos levou a desenvolver uma sequéncia didatica para ser aplicada de forma presencial e
outra para ser aplicada de forma remota.

Apos as devidas aplicacoes e andlises foi constatado que ambas as sequéncias puderam
atingir os objetivos propostos, desenvolvendo nos estudantes as habilidades esperadas e
podendo ser consideradas, com base nestas aplicagoes, como abordagens alternativas para
o ensino de areas e volumes de figuras semelhantes. Vale ressaltar que a pesquisa foi reali-
zada durante uma pandemia e neste periodo os protocolos de distanciamento social foram
necessarios durante toda a pesquisa, fazendo com que a quantidade de estudantes parti-
cipando da pesquisa no grupo presencial fosse reduzida, contendo apenas 7 estudantes.
Entretanto, a aplicacao destas mesmas sequéncias em situacoes posteriores com turmas
contendo uma quantidade maior de estudantes mostrou ainda um resultado satisfatério,
apresentando um alcance semelhante aos dados dessa pesquisa.

Diante disso, nos encontramos frente a novos questionamentos, tais como: Visto que
o cdlculo de drea e volume dos sélidos jd estd presente no 2%mno do ensino médio, estas
propostas podem ser aplicadas com este grupo? Considerando que existem alguns jogos em
rede de construgdo livre, como o Minecraft, nos quais é permitido ao participante, criar
sdlidos geométricos. E possivel relacionar as atividades propostas nas sequéncias diddticas
com jogos em rede obtendo um alcance do objetivo mais satisfatorio?

E esperado que esses e outros questionamentos possam surgir a partir do trabalho
aqui apresentado sirvam como motivagao para novas pesquisas e para o desenvolvimento

de novas praticas pedagogicas.
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5 Analise Combinatéria: Lemas de Ka-
plansky, Permutacoes Caoticas e o Prin-

cipio da Casa dos Pombos
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Resumo: O presente trabalho tem por finalidade apresentar a alunos e professores da Educacao
Baésica a importancia do ensino de algumas técnicas de contagem da Andlise Combinatéria tais
como, Permutacdo Cadtica, Lemas de Kaplansky e Principio de Dirichlet, sendo ferramentas
bastante tteis quando se trata de resolver problemas combinatérios. A estruturagdo conceitual
das técnicas contidas nesse material é fortemente embasada nos principios aditivo, multipli-
cativo e no principio da inclusdo e exclusdo, que tornam a aprendizagem mais significativa,
em detrimento da simples aplicacdo de féormulas, ao distinguir-se dos livros didaticos, os quais
nao costumam trazer em sua composicao esses conteudos tao significativos para estudantes que
pretendem se submeterem a provas de concursos e vestibulares.

Palavras-chave: Anilise Combinatoéria, Permutagao Cadtica, Lemas de Kaplansky, Principio
de Dirichlet.

5.1 Introducao

A Combinatoria analisa conjuntos finitos de objetos simples e suas configuracoes dis-
cretas (arranjos, disposi¢oes, permutacoes, entre outras) e utiliza uma série de técnicas,
normalmente pré-elaboradas, para cada tipologia de objeto, sua contagem ou medicao.
Conforme [1], a Analise Combinatéria permite quantificar conjuntos (ou seus subconjun-
tos) de objetos ou de situagoes, selecionados a partir de um conjunto dado, formando novas
configuragoes, com os mesmos elementos, apenas arranjando-os de maneiras distintas.

E possivel perceber certa presenca dos conceitos combinatérios nos livros didéticos do
Ensino Fundamental 11, pois de acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
¢é nessa fase em que os primeiros problemas de principio da contagem sao expostos, por
meio de uma abordagem simples e um tanto quanto metddica, sem a necessidade de
interpretacao do que, de fato, ele representa. No entanto, seu estudo somente acaba
sendo posto em pratica razoavelmente em sala de aula, a partir do 2° ano do Ensino

Médio, abordando féormulas e mais formulas que muitos alunos sequer sabem a finalidade

I UFRPE, luiz_neto84@hotmail.com
2 UFRPE, ricardo.machadojunior@ufrpe.br
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e, na maior parte dos casos, estao focados na resolucao de exercicios diretos, que envolvem
apenas permutagoes, arranjos e combinagoes. Como evidenciado por [2] , uma aplicagao
nao sistematica dos conceitos e exercicios s6 induzird os alunos a tentarem resolver as
atividades apenas aplicando suas respectivas féormulas, impossibilitando a percepcao das
diferencas entre os conceitos, assim como o real aprendizado do raciocinio combinatério.

O desejo em abordar as Permutagoes Cadticas, Lemas de Kaplansky e Principio da
Casa dos Pombos, Métodos de Contagem da Analise Combinatéria, como objetos de
estudo do presente trabalho, surgiu durante as aulas do PROFMAT, na disciplina MA12-
Matematica Discreta, por meio da maneira bastante metddica e seriada que o conteudo,
do livro de [3] foi apresentado, explorado especialmente por resolugoes de problemas, cujos
métodos utilizados faziam uso das estratégias de contagem, comumente vistas no Ensino
Médio.

Portanto, esse despertar veio associado ao proposito de transformar os objetos de
estudos em métodos que motivem os alunos a compreenderem os seus conceitos, em de-
trimento da simples memorizacao de féormulas, utilizando essas ideias na qualidade de
ferramentas que possam minimizar as dificuldades, como exemplificar, interpretar e ana-
lisar problemas de vestibulares e concursos, além de garantir que os estudantes ampliem

seus repertorios no que diz respeito a estratégias de contagem.

5.2 Fundamentos tedricos e metodologicos

Nesta secao apresentamos as técnicas de contagem que podem contribuir bastante para
os alunos do Ensino Médio: O Principio da Inclusao e Exclusao, Permutacoes Cadticas,
Os Lemas de Kaplansky e o Principio de Dirichlet, para tanto, passamos pelos conceitos
basicos de Conjuntos, Principio Aditivo, Principio Multiplicativo, Permutagdes Simples,

Arranjos e Combinagoes Simples.

5.2.1 Conjuntos

Na sequéncia, temos uma breve revisao da teoria dos conjuntos, para mais detalhes
veja [4].

Utilizamos conjuntos, como no Ensino Médio, simulando uma ideia de colecao. Uma
apresentacao axioméatica da Teoria dos Conjuntos foge do propésito desta dissertagdao. A

seguir ha trés notagoes basicas:

i) letras maitsculas indicardao conjuntos. Ex. A, B,...,Z
ii) a letra grega ) representara o conjunto universo.

iii) letras mintsculas indicarao elementos dos conjuntos. Ex. a,b,..., z.
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A relacao de pertencer sera indicada pelo simbolo € e escrevemos por exemplo, a € A.
O conjunto vazio serd representado pela letra @. Um conjunto com um ntimero reduzido
de elementos sera indicado simplesmente listando seus elementos. Por exemplo, o conjunto

que consiste nos nimeros 1,2 e 3 serd representado por
A=1{1,2,3}

Um conjunto também pode ser descrito por uma propriedade p(x), comum a todos os

seus elementos e escrevemos
A = {z|z tem a propriedade p(x)}.

Usamos o simbolo #A para representar o nimero de elementos do conjunto A, isto é,
a cardinalidade de A.

Teorema 5.1 Sejam A, B e C' conjuntos; entdo, valem as sequintes propriedades:
1. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
2. AU(BNC)=(AUuB)N(AUC(C)

Teorema 5.2 (Leis de Morgan) Sejam A e B conjuntos. Sdao vdlidas as sequintes pro-

priedades:
1. (AUB) = AN B°

2. (AN B)° = A°U B

5.2.2 O basico de Contagem

A grande maioria dos problemas de contagem pode ser resolvido por meio dos prin-
cipios aditivo e multiplicativo, tanto é que as formulas para os conceitos de permutacio,
combinagao e suas variagoes podem ser deduzidas a partir desses principios. A seguir

temos duas versoes dos enunciados destes principios, que foram adaptados de [5].

Definig¢ao 5.1 (Principio Aditivo 1* versio) Se uma tarefa puder ser feita de ny maneiras
e uma sequnda tarefa de ny maneiras e se essas tarefas nao puderem ser feitas ao mesmo

tempo; entdo, existem ny + ny maneiras de fazer ambas as tarefas.

Definigao 5.2 (Principio Aditivo 2° versao) Sejam A e B conjuntos finitos e disjuntos,

entao

#(AUB) = #A + #B.

Relacionamos esta sequnda versdo com a primeira. Sejam T, e T}, as tarefas de escolher

um elemento em A e em B, respectivamente. FExistem #A maneiras de escolher um
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elemento em A e #B maneiras de escolher um elemento em B. Pelo Principio Aditivo
1% versao, como as tarefas nao podem ser feitas ao mesmo tempo, o niumero de maneiras

de escolher um elemento em cada um dos conjuntos é

#(AUB) = #A+ #B.

AUB

#A=4 #B=3 #(AUB) =1

Figura 107 — Principio Aditivo

Observacao: O Principio aditivo também ¢é véalido para n tarefas e, consequentemente,

para n conjuntos.

Definicao 5.3 (Principio Multiplicativo 1* versao) Suponha que um procedimento pode
ser quebrado em duas tarefas. Se existem ni; maneiras de fazer a primeira tarefa e ng
maneiras de fazer a sequnda tarefa, depois que a primeira tarefa estiver feita; entao,

existem ny - ny maneiras de fazer o procedimento.
Definicao 5.4 (Principio Multiplicativo 2* versao) Sejam A e B conjuntos finitos; entdo,
#(A X B)=#A-#B.

Vamos relacionar esta sequnda versao com a primeira. Note que a tarefa de escolher um
elemento no produto cartesiano A X B pode ser feita escolhendo um elemento em A e um

elemento em B, do Principio Multiplicativo 1° versdo temos

#(Ax B) = #A - #B.

Observagao: O Principio multiplicativo também ¢é valido para n tarefas e, consequente-

mente, para n conjuntos.

Definicao 5.5 Permutagao Simples: Seja X um conjunto com n elementos distintos,
define-se como permutacdao simples cada uma das sequéncias ordenadas, formada pelos n

elementos de X. O numero de permutagoes simples de n objetos é denotado por:

P(n) = n!
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Para se obter a férmula P(n), vamos pensar da seguinte forma: pelo principio multi-
plicativo, temos n modos de escolher o elemento que ocupara o primeiro lugar, uma vez
tomada essa decisao, teremos n — 1 modos de se escolher o segundo, n — 2 modos para se
escolher o terceiro, e assim por diante, até que haja apenas um tinico modo de se escolher

o ultimo elemento. Portanto,
Pn)=n-(n—1)---1=nl

Definicao 5.6 Arranjo Simples: Seja X um conjunto com n elementos distintos, define-
se como arranjo simples dos n elementos, tomados p a p, com p menor do que ou igual a
n, cada um dos agrupamentos formados por p elementos, distintos entre si pela ordem ou

pela espécie, do conjunto X. O numero de arranjos simples pode ser obtido pela formula:

n!

Ap:(n—pﬂ

n

A férmula acima pode ser alcancada partir da aplicacgdo do Principio Multiplicativo, visto
que, para se formar um agrupamento ordenado de p elementos, o primeiro lugar pode
ser preenchido de n maneiras diferentes, o segundo lugar pode ser preenchido de n — 1
maneiras, e assim sucessivamente até se ter (n — p+ 1) maneiras de se escolher o p-ésimo

elemento.

A{’l:n(n—l)---(n—p—i—l):n(n—l)-~-(n—p+1)-(n - =
n !
emquen €N peNen>np.

Definicao 5.7 Combinacao Simples: Seja X um conjunto com n elementos distintos,
define-se como combinacoes simples dos n elementos, tomados p a p, com p menor do que
ou iqual a n, cada um dos agrupamentos formados por p elementos, distintos entre si, do
conjunto X, ou como o numero de subconjuntos com p elementos de um conjunto com n
elementos. O numero de combinagcoes simples pode ser obtido pela formula:

n!

o/ " —
pl(n —p)!

n

Ainda pelo principio multiplicativo, é possivel determinar a formula C?, pois semelhante
ao raciocinio utilizado para arranjo simples, tem-se n modos de escolher o primeiro ele-
mento, n — 1 modos de escolher o segundo elemento, e assim sucessivamente, até n —p+1
modos de escolher o p-ésimo elemento. Agora, é importante observar que contamos muito
mais agrupamentos do que deveriamos, pois para conjuntos, a ordem nao importa. Por-
tanto, precisamos dividir pelo nimero de formas de ordenar estes p elementos que esco-

lhemos de forma ordenada, ou seja, por p!. Assim:

Op:n(n—l)--«(n—p+1):n(n—1)~~(n—p+1)‘(n—p)!: n!
" P! p! (n—p)t pln—p)!

comneNpeNen>p.
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Teorema 5.3 (Bindémio de Newton) Se x e a sao nimero reais e n é um inteiro positivo,

(x+a)" = ChaFa*
kz:% (5.1)

=C% x" + Cla'a™ ' + C2a?a" % + - + Cla"2",
Demonstragao 5.1 Temos

n parcelas

(x+a)"=(x+a)(x+a) - (x+a).

Cada termo, do desenvolvimento, € obtido escolhendo-se em cada parénteses um, x ou um
a e multiplicando-se os escolhidos. Para cada valor de k,0 < k < n, se escolhermos a
em k dos parénteses, x serd escolhido em n — k dos parénteses e o produto serd igual a
akx"=*. Isto pode ser feito de C* modos. Entdo (z+ a)" é uma soma onde hd, para cada

ke€{0,1,...,n}, C* parcelas iguais a a*z"*.

Exemplo 5.1 Mostre que
CH—C?4C? — . 4 (=1)HCr = 1.
Demonstracao 5.2 (Solugdo) Observe que (1—1) = 0, consequentemente (1—1)" =0,
logo
0= (1-1)=C0-C+C?-C2+ -+ (=1)*HCr
= = (C}=Cr+C = 4 (1))
mas, sendo C° =1, conclui-se que:

Cl—C?+C?— - 4 (=1)TCr=CP = 1.

5.2.3 Principio da Inclusdo e Exclusao

De acordo com principio aditivo, visto na Definicao 5.1, é possivel contar o niimero
de elementos da uniao de conjuntos disjuntos sem muitos problemas, mas para que a
contagem desses elementos seja realizada independente dos conjuntos possuirem interse¢ao
nao vazia, serd utilizada a técnica do Principio da Inclusdo-Exclusao (PIE), de valor
significativo para a analise combinatoria, por ser capaz de determinar a cardinalidade da
unido de um numero finito de conjuntos.

Os teoremas a seguir demonstram, para casos particulares, como determinar a cardi-

nalidade da uniao entre dois ou trés conjuntos.

Teorema 5.4 (Cardinalidade da uniao de dois conjuntos) Sejam A e B conjuntos
finitos, entio #(AU B) = #(A) + #(B) — #(AN B).
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Figura 108 — Interseccao de dois conjuntos

A }
Fonte: Produzido pelo autor

Através do diagrama de Venn temos a seguinte representagao:

Demonstracio 5.3 E possivel demonstrar essa relagio entre dois conjuntos utilizando
a linguagem do principio da contagem. Sejam A e B conjuntos finitos, T a tarefa de
selecionar um elemento de A e Ty a tarefa de selecionar um elemento de B. Ezistem
#(A) maneiras de realizar Ty e #(B) maneiras de realizar Ty. O nidmero de maneiras
de executar T, ou Ty ¢ a soma do nimero de maneiras de executar T, e o numero de
maneiras de executar Ty menos o numero de maneiras de executar ambos Ty e Ty, pois
esta quantidade jd foi contada duas vezes. Como existem #(A U B) maneiras de realizar

Ti ouTy e #(A N B) maneiras de realizar Ty e Ty, temos:

#(AUB) = #(A) + #(B) — #(AN B) (5.2)

Exemplo 5.2 Numa pesquisa com jovens, foram feitas as sequintes perguntas para que
respondessem sim ou nao. Gosta de exatas ? Gosta de humanas? responderam sim a
primeira pergunta 80 jovens, 60 reponderam sim a sequnda e 15 responderam sim a ambas.

Quantos jovens responderam sim a pelo menos uma pergunta?

Demonstragao 5.4 (Solugao)

A = {alunos que gostam de exatas}, #A =80
B = {alunos que gostam de humanas}, #B =60
(AN B) = {alunos que gostam de ambas as dreas}, #(ANB)=15.
Dessa forma, fazendo #A + #B o nimero de alunos que gostam de ambas as dreas é

contado duas vezes. Assim, para determinar o niumero de alunos entrevistados, retira-se

o numero de alunos que foi contado duas vezes, ou seja

#(AUB) = #A+#B —#(ANB)
= 80+ 60— 15
= 125.
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Teorema 5.5 Sejam A,B e C' trés conjuntos finitos, entdo

#AUBUC) = #(A) +#(B) + #(C)
—#(ANB) —#(ANC) - #(BNCO) (5.3)
+#(ANBNQO).

Através do diagrama de Venn temos a seguinte representacao:

ANB AncC
A A
r N 7 )
\ 4 B A B
A B
C ¢
>A B A B
C
), C (¢
\ A 7
hd Y
BNC ANBNC

Figura 109 — Interseccao de trés conjuntos

Demonstracao 5.5 Uma maneira de demonstrar, utilizando o que foi visto na unido de

dois conjuntos e o Teorema 5.1, € da sequinte forma:

#[AUBUC] = #[(AUB)UC]
= #(AUB) + #C — #[(AUB)N (|
= #HA+H#B —#(ANB)+#C — #[(AUB)NC]

Pelo Teorema 5.1
= #A+#B—#(ANB) +#C — #[(AnC)U(BNC)]
=H#A+H#B—H#(ANB)+ #C —#(ANC)—#(BNC)+#(ANBNC)
=H#A+H#B+H#C —#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)+#(ANBN(O).

Exemplo 5.3 Os 32 melhores alunos do Colégio Naval submeteram-se a uma prova de
3 questoes para estabelecer a antiguidade militar. Sabendo que dentre esses alunos, 5 so
acertaram a primeira questao, 6 so acertaram a Sequnda, 7 $6 acertaram a terceira, 9
acertaram a primeira e a sequnda, 10 acertaram a primeira e a terceira e 7 acertaram a
sequnda e a terceira, podemos afirmar que o numero de alunos que nao acertaram todas

as 3 questoes é:

Demonstracao 5.6 (Solugdo) Adotando #(Q1NQ2NQ3) = x, como o quantitativo de

alunos que acertaram todas as questoes, € possivel estabelecer as relacoes a sequir :

e Nuamero de alunos que resolveram as questoes 1 e 2: #(Q1 N Q2) =9
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Nimero de alunos que resolveram apenas as questoes 1 e 2: #[(Q1 N Qa) — (Q1 N

Q:2NQ3)]=9—2z

Nimero de alunos que resolveram as questoes 1 e 3: #(Q1 N Q3) = 10

Nimero de alunos que resolveram apenas as questoes 1 e 3: #[(Q1 N Q3) — (Q1 N

QQﬂQg)]:lo—.ﬁE

Numero de alunos que resolveram as questoes 2 e 3: #(Q2NQ3) =7

Nimero de alunos que resolveram apenas as questoes 2 e 3: #[(Q2 N Q3) — (Q1 N

Q:NQ3)]=7T—2x

A representacao através de diagramas possibilita enzergar, mais claramente, a aplicacao

Q1 ﬂ Q2
AVA

Q3

Figura 110 — Interseccao de trés conjuntos

do Teorema 5.5

32 (24—z) (22—z) (24—x)

—_— = ——

#(Q1UQ2U Q3) = #Q1 + #Q + #Q3
9 10 7

—#(Q1NQ2) — #(Q1NQ3) —#(Q2N Q3)

+#(Q1NQ2NQ3)

Que nos leva a resolver a equacao

R=24-z)+(22—2)+(24—2)-9-10—-T+=z

32 =44 — 2z
—12= — 22
z = 6.

Assim, o numero de alunos que ndo acertaram as trés questoes, é determinado por:

#(Q1UQUQs) —#(Q1NQyNQ3) =32 —6=26.
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5.2.3.1 Generaliza¢do do Principio da Inclusdo e Exclusdo (P.I.E)

Ap6s o Principio da Inclusao e Exclusao ter sido validado para as relagoes entre dois
e trés conjuntos, nesta se¢ao sera apresentada, de maneira indutiva, uma férmula para o

caso geral, ou seja, para n conjuntos (n > 2).

Teorema 5.6 Sejam Ay, As,--- , A, conjuntos finitos. A cardinalidade de

UA=4UAU---UA, (5.4)

=1

¢ dada por:

#UA =D #4— DY #HANA)+-+ ()" H#AINAN---NA). (55)
i=1 i=1 0<i<j<n

Demonstragao 5.7 Vamos verificar que a formula é verdadeira mostrando que um ele-
mento da unido (5.4) € contada exatamente uma vez pelo lado direito da Equagdo (5.5).
Suponha que a pertence a exatamente r (1 < r < n) dos conjuntos Ay, Ay, ..., A,. Este
elemento € contado C} wvezes por Y0 #A;, C? vezes por Yo icicn #(Ai N A;j), e de
forma geral CI™ por pela soma envolvendo m dos conjuntos A;. Assim, este elemento serd

contado exatamente
Cﬁ — Cf + C’f’ — (—1)r+1CI

vezes pelo lado direito de (5.5). Usando o Teorema (5.3), temos
0=(1-1P=C—(C}=C?+C? —---+ (=1)"Cn).
Portanto
Cr—Ci+Cl— o+ ()T =0 = 1.

Isto mostra que o elemento a é contado exatamente uma vez pelo lado direito de (5.5).

Corolario 5.1 Sejam €2 um conjunto e Ay, As, - - , A, subconjuntos de ), entdo:

#(o\0a) o= aas T #ana)+
i=1 i=1 0<i<j<n (5.6)

o ()AL N AN N AY).

Exemplo 5.4 Quantos sio os anagramas da palavra COMPLEXA que tem C em 1°

lugar, ou O em 2° lugar, ou M em 3° lugar ou P em 4° lugar?

Demonstragiao 5.8 (Solugao)
e A; = {anagramas de COMPLEXA que tem C em 1° lugar}, #A; = 7!
o Ay = {anagramas de COMPLEXA que tem O em 2° lugar}, #As = 7!
o A3 = {anagramas de COMPLEXA que tem M em 3° lugar}, #As = 7!
o Ay = {anagramas de COMPLEXA que tem P em 4° lugar}, #A4 =T!
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o #(ANAj), 1<i<j<A4 E o nidmero de anagramas da palavra COMPLEXA que
tem as letras nas posicoes i, ] fixas.

o #(ANA;NAL, 1<i<j<A4 E o miimero de anagramas da palavra COMPLEXA
que tem as letras nas posigoes i, j, k fixas.

#(A;NA;NA;) =5

o #(A1NAsNA3N Ay) € o nimero de anagramas da palavra COMPLEXA que tem

as letras nas posicoes 1,2,3,4 fizas.

#HAITNANA3NAy) =4!
Pelo PIF,

4

i=1 1<i<j<d

+ ) HANANA)

1<i<j<k<4

—H(A N AN Az N Ay

Organizando, temos

#(A1UA2UA3UA4):4X#A1—C§X#(A1QA2)
+C§f X#(AlmAzmAg)
—#(A1N AN A3N Ay)

Substituindo, temos

H(ALUA UAsUAY) =4 x P(7) — C? x P(6)
+C§ x P(5) — P(4)
= 16296.

5.2.4 Permutacdes Cadticas (Desarranjos)

O primeiro problema notério relacionado a permutagoes cadticas é conhecido como
'O Problema das Cartas Mal Enderecadas'. Este enigma matematico tem conexodes com
figuras ilustres, como Pierre Raymond de Montmort (1678-1719) e Nicholas Bernoulli
(1687-1759). Outro eminente matematico que se deparou com esse desafio foi Leonhard

Euler (1707-1783). A solugao por Euler foi publicada em seu artigo intitulado "Calcul de
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la, probabilité dans le jeu de rencontre'[6], cuja versao em inglés pode ser encontrada em
[7].

Figura 111 — Leonarhd Euler

fonte:https://www.phylos.net

Definicao 5.8 Uma permutacao de ay,as,...,a, € chamada de cadtica quando nenhum

dos a}s se encontra na posicao original, isto €, na i-ésima posicao. [8]
d, := € a quantidade de desarranjos em um conjunto com n elementos

Antes de demonstrar a lei de formacao do niimero de desarranjos, serao vistos dois exem-

plos, cuja aplicacao do principio da inclusao e exclusao serdao de grande importancia:

Exemplo 5.5 Determine o numero de permutacoes simples dos elementos ay, as, . .., ap,

nas quais as estd na sequnda posicao ou asz estd na terceira posi¢ao.

Demonstracao 5.9 (Solugao) Definindo As como sendo o conjunto das permutagoes

em que as estd na sequnda posicio e Az o conjunto das permutacoes em que agz estd na
terceira posigio. E fdcil ver que #(Ay) = #(As) = (n—1)! e que #(A;N A3) = (n —2)!.
Assim, o nimero procurado nada mais é do que #(As U A3z) que € igual a:
#(A U A3) = #(Az) + #(A3) — #(Az N A3)
=n-D'+n-1)=(n—-2)!

(n—=1)-(n—2)! = (n—2)!
=n-2)!-2n—-2-1)
2n —3) - (n—2)L

Teorema 5.7 A quantidade de desarranjos em um conjunto com n elementos, d,, pode

ser calculada da sequinte maneira:

=0

2!
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Demonstracao 5.10 Considere todas as permutacoes dos elementos aq,as, ..., a,. In-
dicando por A; todas as permutagoes formadas pelos elementos aq,as,...,a, com a; no
i~ésimo lugar, calcularemos (d,) o nimero de elementos que nao pertencem a nenhum dos

Als, fazendo uso do Coroldrio 5.1.

n

i=1 0<i<j<n (5.7)
A (CD)"HEAI N AN N A).
Visto que hd n termos no primeiro somatorio, C3 termos no sequndo, C§ termos no

terceiro,-- -, C' = 1 no dltimo e

temos

| n! n! nl . n!
evidenciando o n!, obtém-se:
1 1 1 1
—nl. - - —1\y*. —
=1 (1 TR TR n!>
=

Exemplo 5.6 (FUVEST/2017-Adaptado): Luiz, Claudia, Paulo, Rodrigo e Ana brincam
entre si de amigo-secreto (ou amigo-oculto). O nome de cada um € escrito em um pedago
de papel, que € colocado em uma urna. Em sequida, cada participante da brincadeira retira
da urna um dos pedagos de papel, ao acaso. De quantas formas pode ocorrer a distribuicao

dos papéis de modo que nenhum dos participantes retire seu proprio nome?

Demonstragiao 5.11 (Solugdo) Uma clissica questao de permutagiao cadtica, visto
que durante a distribuicao dos papéis nenhum dos participantes poderd retirar seu pro-

prio nome. Assim o numero de maneiras de ocorrer tal evento, ¢ dado por:

O S S S
= < _1!+2!_3!+4!_5!)

51 51 5 5l
— Kl _ Rl - _ o
R T (R TRy
5.4-3-5-445-1
6020451

= 44.
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Exemplo 5.7 Quantas sio as permutagoes de (1,2,3,4,5,6,7,8) que tém exatamente /

elementos no seu lugar primitivo?

Demonstracao 5.12 (Solugdo) O nimero de modos de escolher os quatro elementos
que ocupardo o seu lugar primitivo é Cg = 70. Com estes elementos em seus lugares, 0s

outros quatro elementos devem ser arrumados de forma cadtica. o que pode ser feito de

1 1 1 1
— 4. _ - .
da = 4! (1 T 3!+4!>
441 4l
— 4! — 4! = -
=dl-dlt gt g
—4.3—44+1

=9.

A resposta € 70 - 9 = 630.

Exemplo 5.8 (Enem adaptada / Prova cancelada 2009 / Questio 79): Em um con-
curso realizado em uma lanchonete, apresentavam-se ao consumidor quatro cartas vol-
tadas para baixo, em ordem aleatoria, diferenciadas pelos algarismos 0,1,2 e 5. O
consumidor selecionava uma nova ordem ainda com as cartas voltadas para baixo. Ao
desvird-las, verificava-se quais delas continham o algarismo na posicao correta do niumero
12,50 que era o valor, em reais, do trio-promogao. Para cada algarismo na posicdo acer-
tada, ganhava-se um real de desconto. Por exemplo, se a sequnda carta da sequéncia
escolhida pelo consumidor fosse 2 e a terceira fosse 5, ele ganharia dois reais de desconto.
Determine o numero de sequéncias que podem ser formadas de modo que o consumidor

nao ganhe nenhum desconto.

Demonstragao 5.13 (Solugdo) Para que nao ocorra possibilidade de descontos, é ne-
cessdario que menhum dos algarismos 0,1,2 e 5 ocupem suas respectivas posi¢oes no
numero 12,50. Portanto, o resultado desejado é determinado pelo nimero de permutagoes

caoticas de 4 elementos, determinado por:

1 1 1 1
— 4. _ - _
da =4 (1 T 3!+4!>

A4 4
— 41 — 4! = -
A=Al o
—4.3-4+1

5.2.5 Os Lemas de Kaplansky

Irving Kaplansky (Figura 112), matemético americano, nasceu em 22 de margo de 1917

em Toronto e faleceu em 25 de junho de 2006. O talentoso matematico publicou o artigo
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"Solution of the probleme des ménages" no Boletim da Sociedade Americana de Matema-
tica em 1943, com uma solucao para o afamado Problema de Lucas.

Kaplansky foi para a Universidade de Harvard e recebeu seu Ph.D. 14 em 1941, traba-
lhando com Saunders MacLane. Ele foi instrutor de Benjamin Peirce em Harvard de 1941
a 1944 e, em seguida, ingressou no Grupo de Matematica Aplicada fazendo trabalhos de
guerra na Universidade de Columbia de 1944 a 1945.

Seu trabalho foi bastante extenso na matematica, incluindo desde areas da algebra
até grandes contribuig¢oes na Teoria dos Anéis, Teoria dos Grupos e Teoria dos Corpos.

Publicou muitos artigos e trabalhou com diversos coautores.

Informagoes adaptadas extraidas de [9]

Figura 112 — Matematico Irving Kaplansky

-

fonte:www.ams.org/notices/200711/tx071101477p.pdf

5.2.5.1 O Primeiro e o Segundo Lema de Kaplansky

Para podermos compreender os beneficios dos Lemas de Kaplansky, iniciamos esse capitulo

com os exemplos a seguir:

Exemplo 5.9 De quantas maneiras podemos formar um subconjunto com quatro ele-
mentos, do conjunto A = {a,b,c,d,e, f,g,h}, de modo que nao possuam duas letras que

ocupem posigcoes consecutivas no alfabeto (por exemplo, a e b, ou ainda, f e g)?

Esse problema sera resolvido por meio da criagdo de uma forma alternativa de representar
os subconjuntos de A, onde marcaremos com o sinal (+) os elementos pertencentes ao

subconjunto e com o sinal (—) os elementos que ndo pertencentes ao subconjunto.
{a,c,e, h} serd representado por + — + — 4+ — — +

{b,d, f,h} serd representado por —+ — + — + — +

{b,e, g,h} serd representado por —+ — — + — + +
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O terceiro caso nao é valido, pois dois (+) juntos significa que teremos letras consecutivas.
Assim, compreendendo o problema observar-se que para soluciona-lo devemos calcular
o nimero de formas distintas de permutar 8 simbolos, onde quatro sdo (—) e quatro sdo

(4+) de modo que nao tenha dois simbolos (+) juntos.

Figura 113 — Cinco espagos para serem ocupados pelos simbolos (+).

O-0O-0O-0-0O

Fonte: Produzido pelo autor

Veja que de acordo com a Figura 113 pode-se colocar quatro simbolos (4) em quaisquer
dos cinco lugares, ou seja, é possivel escolher 4 dos 5 lugares disponiveis (representados
pelas circunferéncias) para por os simbolos (+) o que pode ser realizado de C§ = 5 modos
distintos.

Dessa forma 5 subconjuntos podem ser formados, os quais estao listados na tabela da
Figura 114.

Figura 114 — Subconjuntos com quatro elementos do conjunto {a, b, c,d, e, f, g, h}.

{a,c,e,g} | {a,c,e,h} | {a,¢,f,h} | {a,d,f, h} ‘ {b,d, f,h} |

Fonte: Produzido pelo autor

Teorema 5.8 (Primeiro Lema de Kaplansky) O nimero de subconjuntos com p elementos

nao consecutivos de {1,2,3,--- n} é:
f(n7p) = Cﬁ—p—l—l

Deseja-se formar subconjuntos formados por p elementos nao consecutivos. De acordo
com o exemplo anterior, os elementos desse subconjunto serao representados com o simbolo
(+). Assim, teremos (n — p) elementos que serado apresentados com o simbolo ( - ), que
retratam os nimeros que nao estarao no subconjunto. Entre os simbolos ( - ) existirdo
(n — p+ 1) espacos vazios disponiveis. Dessa forma, resta escolher entre os (n —p + 1)

espacos vazios aqueles que serao ocupados pelos simbolos (+). Logo,

f(n7p) = Cgprrl

Os lemas de Kaplansky sao instrumentos de grande aplicabilidade na resolugao de
problemas de combinatoria, acima de tudo aqueles que costumam ser cobrados em exames
vestibulares. Pois, situagoes-problemas complexas teriam suas solugoes determinadas de

formas mais simples com o uso dos lemas.
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Exemplo 5.10 Um exame vestibular constitui-se de 10 provas distintas, 3 das quais da
drea de Matemdtica. Determine de quantas formas € possivel programar a sequéncia das

10 provas, de maneira que duas provas da drea de Matemdtica nao se sucedam.

Demonstracao 5.14 (Solugao) Sdo 3 provas de Matemdtica e 7 provas quaisquer (Q1, Qa, - - -

Inicialmente, iremos dispor as provas que ndao sofrem restrigoes.

0 U0QU0Q:0Q,1TQs 0 Qs Q71T

Temos 8 lugares L1 para colocar as 3 provas de Matemdtica e isso pode ser feito utilizando
a f(10,3) = C}y_5.1 = C§ = 56. Devemos, agora, permutar a ordem das 7 provas
quaisquer e as 3 de Matemdtica. Assim, temos 56 . 7! . 3! = 1693440 possibilidades de

programar a sequéncia dessas 10 provas.

Exemplo 5.11 (CEBRASPE (CESPE) - Técnico Judiciario (TRE ES)) De acordo
com o primeiro lema de Kaplansky, a quantidade de subconjuntos de {1,2,3,...,n} com p
elementos, em que ndo hd niumeros consecutivos, é dada pela formula abaizo.

(n—p+1)!
pl-(n—2p+1)!

p —_
Cn—p—H -

Uma das aplicacoes desse lema é a contagem do nimero de maneiras de se sentar 4
meninas e 6 meninos em uma fila de 10 cadeiras, de modo que 2 meninas nao fiquem
em posi¢oes adjacentes. A estratégia para se realizar essa contagem compreende quatro
passos. Em primeiro lugar, deve-se contar o nimero de maneiras de se escolher 4 cadeiras
sem que haja cadeiras consecutivas; esse procedimento deve ser feito utilizando-se o lema
de Kaplansky. Em seguida, deve-se contar o nimero de maneiras de organizar as meninas
nessas cadeiras. O proximo passo consiste em contar o nimero de maneiras de se distribuir
os meninos nas cadeiras restantes. Por fim, deve-se usar o principio multiplicativo.

Com base nessas informagoes, julgue o item subsecutivo.
A partir dos dados acima, é correto concluir que o nimero de maneiras de se escolher as

4 cadeiras entre as 10 disponiveis sem que haja cadeiras consecutivas é superior a 40.

Demonstracao 5.15 (Solugao) Aplicando os dados fornecidos pelo problema na expres-

sao (Primeiro Lema de Kaplansky) é possivel julgar a afirmagdo.

o (1044 1)!
= g1 (10 — 2- 4 4 1)!
7!
VTR
=75
= 35.

Logo, a afirmagdio é FALSA.

127

, Q7).
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Exemplo 5.12 Débora deseja correr 3 vezes por semana durante esse bimestre. De quan-
tas formas ela poderd escolher os dias da corrida, se Débora ndo deseja correr em dias

consecutivos?

Demonstracao 5.16 (Solugao) Nesta questio observa-se que a disposicio dos dias da
semana geram um sistema ciclico, ou seja, o inicio de uma semana dd continuacdo ao
fim da semana anterior a ela e assim sucessivamente, como pode ser verificado na Figura
5.16:

quarta
terca
guinta
segunda
sexta
domingo
sabado

Figura 115 — dias da semana representados em circulo

Dessa forma, Débora deve escolher 3 dias entre: sequnda, terca, quarta, quinta, sexta,
sabado e domingo de maneira que nao aconteca dois dias consecutivos. Note que domingo

e sequnda sao dias consecutivos, no entanto, o problema sera dividido em dois casos:

1. Débora Ird correr na sequnda. Nesse caso, ela nao poderd correr no domingo e
na terca. Assim, terd que escolher dois dias entre quarta, quinta, sexta e sdbado
que também nao sejam consecutivos. Pelo primeiro lema de Kaplansky, a escolha

poderia acontecer através de uma f(4,2) = C3 = 3 formas

2. Débora nao Ird correr na sequnda. Nesse caso, ela terd que escolher trés dias entre
terca, quarta, quinta, sexta, sibado e domingo que também nao sejam consecutivos.

Assim, f(6,3) = C} =4 formas.

Onde chega-se a conclusdo que ha 3+4 = 7 formas para Débora escolher os trés dias, nao

consecutivos da semana, para correr.

Teorema 5.9 (Sequndo Lema de Kaplansky) O nimero de subconjuntos com p elementos
nao consecutivos de {1,2,3,--- ,n}, considerando 1 e n consecutivos, é:
n

n—p

g(n7p) - ’ Cg—p‘

Demonstragao 5.17 Usando um raciocinio andlogo ao utilizado no exemplo anterior, o

problema serd dividido em dois casos:
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1. O elemento 1 pertencendo ao subconjunto composto por p elementos.
Neste caso, serd feita a andlise de quantas formas poderdo ser escolhidos os outros
p — 1 elementos (pois os elementos 1 e n nao podem pertencer ao conjunto) do
conjunto {3,4,5,--- ,n—1}. Dessa forma, utilizando o primeiro lema de Kaplansky,

o numero de maneiras que isso pode ocorrer é:

(n—p—1)!
(n—2p)t-(p—1)!

2. 0 elemento 1 nao pertencendo ao subconjunto composto por p elementos.
Nesse caso, a escolha de p elementos serd realizada entre os elementos do conjunto
{2,3,4,..n}. No entanto, pelo Primeiro Lema de Kaplansky, a escolha serd deter-

minada por
n—p)!
n—1,p) =CF_ = _(n=pt
Portanto, através dos casos 1 e 2, a solugdo do problema serd dado por:

(n—p—1)! (n—p)!
(n=2p)!-(p—1)! " (n—2p)!p!
p-(n—p-—Dl+(n—p)-(n—p—1)

(n—2p)!-p!
(n—p—1)n
(n—2p)! - p!
:’n,—p.(n—p—l)!n

n—p (n—2p)-pl
n_ (n—p)
n—p (n—2p)-pl

g(n,p) =

E finalmente,
n

n,p) = -CF L.
g9(n,p) n—p (n—p)

Exemplo 5.13 Dado um decagono, quantos sao os triangulos, cujos vértices sao vértices

nao consecutivos do decigono?

Demonstragao 5.18 (Solugao) O resultado esperado corresponde a escolha de 3 ele-

mentos nao consecutivos de um conjunto de 10 elementos (vértices). Assim, tem-se:

10

9(10,3) = 7 '0(310—3)
107
7 3.4
10 7-6-5-4!
o7 34
=10-5

= 50.
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5.2.6 O Principio de Dirichlet

O Principio de Dirichlet, também conhecido como Principio Pombal ou Principio das
Gavetas, surgiu em 1834, o conceito foi utilizado pelo matematico alemao Johann Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (Figura 116), estudante da Universidade de Paris, que trabalhou
nas Universidades de Breslau e Berlim, posteriormente sendo escolhido como sucessor de
Johann Carl Friedrich Gauss na Universidade de Gottingen. Dirichlet foi responsavel por

grandes avangos na Matematica, especialmente na area de Teoria dos Ntumeros. [10]

Figura 116 — Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
.‘é_.l b 9

Fonte: gigantesdamatematica.wordpress.com/

Quanto ao Principio da Casa dos Pombos, sua formulacao equivale a dizer que se o
numero de elementos de um conjunto finito A é maior do que o niimero de elementos de
outro conjunto B; entdo, uma funcao de A em B nao pode ser injetiva. Podemos também

enunciar o teorema da forma seguinte:

Teorema 5.10 (Principio da Casa dos Pombos) Se k + 1 pombos forem colocados

em k casas, haverd pelo menos uma casa contendo dois ou mais pombos.

Demonstracao 5.19 Suponha que nenhuma das k casas contenha mais de um pombo.
Entao o numero total de pombos seria no mdximo k. Isso é uma contradigcdo, ja que

existem exatamente k + 1 pombos.

A principio percebe-se que a ideia é bastante intuitiva e de simples abstracao; no
entanto, se trata de uma ferramenta poderosa na andlise combinatoria que permite traba-
lhar diversos tipos de problemas, envolvendo a modelagem matematica da identificacao
de qual conjunto representa as casas e qual os pombos, bem como a relacdo que ocorre
entre eles.

No que se refere ao principio da casa dos pombos, é possivel reescrevé-lo utilizando
o critério das gavetas, que tem uma aplicabilidade idéntica a um enunciado levemente

diferente, podendo ser escrito como:
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Desejando distribuir k + 1 objetos em k gavetas, entdo pelo menos uma das gavetas
possuird mais de um objeto. Podemos observar que a conclusao vale também, e ainda
mais, se o nimero de objetos é maior do que k + 1, levando assim a seguinte formulagao
mais genérica: “Desejando distribuir n objetos em k gavetas, de modo que o ntimero de
objetos excede o numero de gavetas (n > k + 1), entdo pelo menos uma das gavetas

possuird mais de um objeto”.

Exemplo 5.14 Numa floresta crescem 1000 jaqueiras. E conhecido que uma jaqueira
nao contém mais do que 600 frutos. Prove que existem 2 jaqueiras na floresta que tém a

mesma quantidade de frutos.[11]

Demonstracao 5.20 (Solugao) Tem-se 1000 jaqueiras, representando os pombos, e 601
casas identificadas pelos numeros 0,1,2,3,4,...,600. O niumero k associado a cada casa
significa que nelas serao colocadas jaqueiras que tém exatamente k frutos. Como 1000 >
602 = 601 + 1, o PCP nos garante que existem duas jaqueiras com a mesma quantidade
de frutos.

Exemplo 5.15 Entre qualquer grupo de 367 pessoas, deve haver pelo menos duas com o

mesmo aniversdrio, porque existem apenas 366 aniversdrios possiveis.[12]

Demonstragao 5.21 (Solugao) Neste caso temos: As casas representando os dias do
ano (366);

Os Pombos representando as pessoas (367);

Relagao: Cada pessoa estd associada ao dia do seu aniversdrio.

Pelo Principio da Casa dos pombos, para n = 367, temos que pelo menos uma “casa”
deverd conter pelo menos dois “pombos”, isto €, pelo menos duas pessoas fardo aniversdrio

no mesmo dia.

5.2.6.1 Generalizacao do Principio

O principio da casa dos pombos esclarece que deve haver no minimo dois pombos na
mesma casa quando houver mais pombos do que casas. Dessa forma, ainda mais pode ser
dito quando o nimero de pombos excede um multiplo do niimero de casas. Por exemplo,
entre qualquer conjuntos de 31 digitos decimais, deve haver trés que sao iguais. Isso ocorre
porque, quando 31 digitos (pombos) sao distribuidos em 10 (casas), uma casa deve ter
mais de 3 digitos (pombos).

E possivel obter uma versao mais abrangente do principio da casa dos pombos fazendo
uso da fungao teto (também conhecida como a fungdo menos inteira) de um nimero real
x, denotado [z], definida como o menor niimero inteiro maior que .

Por exemplo:
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Em geral, [z] = min{z € Z | z > x}, ou seja, é o menor inteiro que é maior ou igual a z.

Teorema 5.11 (O Principio da casa dos pombos generalizado) Se distribuirmosn

. , n
pombos em k casas, entao pelo menos uma casa deverd conter pelo menos LJ pombos.

n
Demonstragao 5.22 Suponha que nenhuma das casas contém mais que [k‘-‘ —1 pombos.

Entdo, o numero total de pombos é no maxrimo

([ (G- 1) -

n n
na qual a desigualdade h’-‘ < T + 1 foi usada, chegando a uma contradicdo, pois existem

um total de n pombos.

Exemplo 5.16 Qual o nimero minimo de alunos exigidos em uma aula de matemdtica

para garantir que pelo menos seis recebam a mesma nota, se houver cinco notas possiveis,
A, B,C,D eF? [12]

Demonstragao 5.23 (Solugao) O nidmero minimo de alunos necessdrio para garantir-
mos que pelo menos seis alunos recebam a mesma nota é, o numero inteiro menor que ou

iqual a k, que satisfaca a sequinte sentenca:

n n

“l=6<(=)+1

5l-o<(5)+
30 < n+5

25 < n

logo, o quantitativo minimo de alunos, para que fosse alcancado o resultado esperado,

seria dado por:

5.3 Consideracoes finais

Neste texto, procuramos criar um material rico sobre técnicas de contagem como o
Principio da Casa dos Pombos, o Lemas de Kaplansky e Permutacoes Cadticas. Apresen-
tamos defini¢oes e exemplos de maneira acessivel, tornando-os facilmente compreensiveis
para estudantes do Ensino Médio. Com isso, nosso objetivo é estimular o interesse dos

educadores em abordar esses topicos no Ensino Basico.
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6 Jogo Investir ou Perder: a Maratona da

Vida

Ricardo Felipe Ramos Correial

Elisangela Bastos de Mélo Espindola?

Resumo: Neste capitulo apresentamos o processo de elaboragao e utilizagdo do jogo “Investir
ou Perder: A Maratona da Vida” por alunos do Ensino Médio. Este trabalho é parte de uma
dissertagdo do Programa de P6s-Graduagdo em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) da
Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE) sobre o estudo de investimentos financeiros
a luz de metodologias ativas. A pesquisa foi desenvolvida em uma escola da rede estadual de
Pernambuco, localizada na cidade de Moreno. Contamos com a participacao de 40 alunos do 2°
e 3° anos do Ensino Médio. Dentre os resultados, destacamos como este jogo proporcionou aos
alunos uma experiéncia imersiva em investimentos de renda fixa e variavel, incentivando-os a
desenvolver uma mentalidade empreendedora e a compreender a importancia do planejamento
financeiro. Além disso, auxiliando-os para tomada de decisbes financeiras mais conscientes e
responsaveis no futuro.

Palavras-chave:Gamificacdo. Investimentos financeiros. Educacio Financeira. Ensino Médio.

6.1 Introducao

A Base Nacional Comum Curricular introduziu a Educac¢ao Financeira como um dos
temas transversais a permear o curriculo da Educacao Basica. Neste documento é dito
que:

Cabe aos sistemas e redes de ensino, assim como as escolas, em suas res-
pectivas esferas de autonomia e competéncia, incorporar aos curriculos
e as propostas pedagdgicas a abordagem de temas contemporaneos que
afetam a vida humana em escala local, regional e global, preferencial-
mente de forma transversal e integradora. Entre esses temas, destacam-
se: [...] educagéo para o consumo, educacdo financeira e fiscal [...] [1,
p. 18-20].

Diante disso, buscamos desenvolver um estudo com alunos do Ensino Médio sobre

investimentos financeiros a luz de metodologias ativas. De acordo com Valente:

As metodologias ativas procuram criar situagées de aprendizagem nas
quais os aprendizes possam fazer coisas, pensar e conceituar o que fazem

Universidade Federal Rural de Pernambuco, lipmatt87@gmail.com.

2 Universidade Federal Rural de Pernambuco, elisangela.melo@ufrpe.br
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e construir conhecimentos sobre os contetidos envolvidos nas atividades
que realizam, bem como desenvolver a capacidade critica, refletir sobre
as praticas realizadas, fornecer e receber feedback, aprender a interagir
com colegas e professor, além de explorar atitudes e valores pessoais.

[.] 2, p.28]

No presente artigo, expomos como abordamos o tema investimentos financeiros a partir
da gamificagao; considerando que os jogos e as aulas roteirizadas com a linguagem de jogos
(gamificagao) estao cada vez mais presentes na escola.

Para geracoes acostumadas a jogar, a linguagem de desafios, recompen-
sas, de competigao e cooperagdo é atraente e facil de perceber. Os jogos
colaborativos e individuais; de competicao e colaboragdo; de estratégia,
com etapas e habilidades bem definidas se tornam cada vez mais presen-
tes nas diversas dreas de conhecimento e niveis de ensino.[...] [3, p. 7].

Em particular, apresentamos o processo de elaboracao e utilizacao do jogo “Investir ou
Perder: A Maratona da Vida”. Dentre outros aspectos, os alunos comegam este jogo com
um valor inicial em dinheiro e sdo desafiados a tomar decisdes acerca de investimentos
em diferentes cenarios economicos. Eles tém a oportunidade de simular investimentos
em diferentes ativos financeiros, tais como, Certificado de Depésito Bancario (CDB),
Tesouro Direto, Acdes e Criptomoedas. A medida que os alunos avancam no jogo, eles
enfrentam desafios cada vez mais complexos, como a gestao da sua renda, avaliagdo de
riscos e possiveis imprevistos financeiros. Para melhor compreensao de nosso trabalho,
explicitamos a seguir os fundamentos tedéricos e metodoldgicos que o alicercaram, bem

como, discutimos os resultados obtidos no uso deste jogo por alunos do Ensino Médio.

6.2 Fundamentos tedricos e metodoldgicos

6.2.1 Investimentos e Rendas

Segundo Nubank, investimento ¢, de forma resumida, pegar uma quantia hoje e tentar
transforméa-la em mais dinheiro no futuro. Existem no mercado aplicacoes de Renda
Fixa e Renda Variavel. Pela aplicagao de Renda Fixa, o investidor compra titulos de
bancos, empresas ou do governo e recebe uma rentabilidade que pode ser determinada ja
no momento da aplicacdo. Com estas caracteristicas, dentre outras aplicagoes, temos o
Tesouro Direto (TD) e o Certificado de Depésito Bancario (CDB). [4]

O TD é um Programa do Tesouro Nacional desenvolvido em parceria com a B3 (Bolsa
de Valores Brasileira) para venda de titulos publicos federais para pessoas fisicas, de forma
100% online. Lancado em 2002, o programa foi criado com o objetivo de democratizar

o0 acesso aos titulos piublicos, permitindo investimentos a partir de R$ 30,00. [5] Com o
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TD, vocé escolhe os titulos em que deseja investir e pode resgata-los a precos de mercado
a qualquer momento. O Banco Central do Brasil (2022) define o CDB como um investi-
mento de renda fixa em que o investidor deposita um valor na instituicao financeira por
determinado periodo (a prazo) em troca de uma remuneracao (juros). Trata-se de um
titulo emitido por bancos e colocado a venda como veiculo de captacao de recursos.

Nas aplicacoes em titulos de renda varidvel, nao é possivel ao investidor saber an-
tecipadamente qual serd o retorno do investimento. No entanto, se as selegoes forem
realizadas com critérios, com base em op¢oes de bom valor e diversificacao de investimen-
tos, uma aplicacao de renda variavel pode proporcionar aos investidores lucros privados
superiores aos rendimentos de aplicagoes de renda fixa. [6] A renda varidvel se refere a
um grupo de investimentos que tem uma caracteristica em comum: a imprevisibilidade
dos rendimentos. Existem disponiveis alguns ativos de Renda Varidvel, como Acoes e
Criptomoedas.

De acordo com o Assaf Neto “as agoes constituem a menor parcela (fragao) do capital
social de uma sociedade an6nima. Sao valores caracteristicamente negociaveis e distri-
buidos aos subscritores (acionistas) de acordo com a participagdo monetéria efetivada”.
[7, p.119] No que diz respeito as criptomoedas, embora possam ser vistas como um in-
vestimento; é importante lembrar que essa nao é sua natureza primaria. Pois, essas nao
sao ativos como titulos e acoes. Também ¢é importante notar que tém um alto risco e
volatilidade, haja vista, que seus valores estao constantemente flutuando e podem mudar

de hora em hora.[§]

6.2.2 Consideracoes sobre jogos e gamificacao

O estudo de Matematica por meio de jogos e gamificacdo tem sido considerado como
uma estratégia de ensino e de aprendizagem que busca estimular o engajamento e a
habilidade de resolugdo de problemas, promovendo o pensamento critico e o trabalho

colaborativo. Como Mazzaro explica esta ¢ uma abordagem que:

Estimula o estudante pela busca do aprender a aprender e tem por ca-
racteristica um problema, ndo o conteiido; desenvolve as capacidades
de comunicagdo e argumentagao; alavanca e estimula a formulacdo de
hipdteses para a solugdo do problema; trabalha a interdisciplinaridade
e a autonomia, entre outras competéncias cognitivas, socioemocionais e
desperta no grupo o senso de unido e comprometimento. [9, p. 3].

Conforme, Firmiano da Silva, a gamificacao ja ¢ difundida na sociedade, quando, por
exemplo, uma empresa oferece pontos para o uso de determinado servico esta trabalhando
de forma gamificada. Mas, na Educacao, a gamificacao ainda requer estudos para entender

a melhor forma de sua utilizagdo nas escolas. Diante do exposto, refinamos a seguir os
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procedimentos metodologicos que adotamos para elaboracao e utilizagao pelos alunos do

jogo "Investir ou Perder: A maratona da vida'e discutimos os resultados obtidos.[10]

6.2.3 Elaboracao e aplicacao do jogo Investir ou Perder: A maratona da vida

A elaboracao do jogo "Investir ou Perder: A maratona da vida'foi inspirada no jogo
"Banco Imobiliario”, para ser jogado no formato live action, isto é, os alunos se movi-
mentaram, corporalmente, no tabuleiro do jogo montado na quadra de uma escola. Vale
ressaltar, que desenvolvemos este trabalho em uma escola com funcionamento em tempo
integral, pertencente a rede estadual de Pernambuco, localizada na cidade de Moreno. O
trabalho contou com a participagao de 40 alunos das turmas do 2° e 32 anos do Ensino
Médio participantes de uma disciplina eletiva sobre Educagao Financeira. Para preservar
o anonimato dos alunos, utilizamos o recurso de numeragao (A01, A02...). O material e

as regras do jogo foram as seguintes:
Jogo "Investir ou Perder: A maratona da vida"

e Tempo previsto: Aproximadamente 4 horas.

e Material do jogo: 1 tabuleiro; 20 cartas “Deu Bom” e 20 cartas “Deu Ruim”; 2
dados (confeccionados com arestas de 30 cm em papelao ou EVA); 5 cartoes de débito; 10
carteiras de investimentos; cédulas de 2,5,10,20,50,100 e 200; 10 cartas Negdcio; 10 cartas
Moradia, 10 cartas Dinheiro Extra, 10 cartas Automével, 10 cartas de controle do Card
Bank.

o« Numero de participantes: 5 grupos (de 4 a 6 participantes). Cada grupo
simboliza uma classe economica - que representa diferencas entre salarios e patrimonios.

e Regras do jogo:

Preparacao

Para o inicio do jogo, o professor é responsavel por distribuir os alunos, definir as
fungoes, fiscalizar pagamentos e recebimentos do Banco e entregas de Titulos de Posse.

O representante do grupo (ou pedo) ird se posicionar na casa de inicio. O aluno
banqueiro devera distribuir, no inicio do jogo, o dinheiro para todos os jogadores conforme
descrito nas regras abaixo.

Os jogadores ja iniciam o jogo possuindo uma propriedade de moradia e fungoes.
Os jogadores terao a opcao de adquirir uma "propriedade'do banco e utilizar as suas
fungoes. Na versao live action, os 5 grupos formados deverao escolher um jogador-peao e
posiciona-lo na casa 'Inicio’. Outro jogador do grupo sera responsavel por lancar os dados;
outro jogador por puxar as cartas “Deu Bom - Deu Ruim” e os demais jogadores serao
responsaveis pela parte financeira.

O professor, juntamente com a equipe de monitores, sera responsavel pelos pagamentos

e recebimentos do Banco Administrativo e das entregas de Titulos de Posse. O monitor
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embaralha as cartas "Deu Bom - Deu Ruim'"e coloca no espaco indicado no tabuleiro. O
banqueiro deverd distribuir, no inicio do jogo, o dinheiro/cartées para todos os jogadores
conforme a sua classe economica.

Inicio da partida

Disputara nos dados quem sera o primeiro a jogar. Quem tirar o maior niimero no
dado comeca o jogo. O jogador comega a rodada jogando os dois dados e soma o resultado,
entdao avanca com o peao a quantidade de casas e cumpre o que determina aquela casa.
Caso o jogador tire nos dados dois nimeros iguais, ele tem direito a novo lancamento.

Movimentando o Pedao

Caso o peao caia em um negdcio sem dono, o jogador tera o direito de compra-lo pelo
preco indicado. Ao entregar o dinheiro ao banqueiro, ele o entregara o Titulo de Posse.

Caso o peao pare na casa “Deu Bom - Deu Ruim”, o jogador deve pegar a primeira
carta do monte, cumprir o que ela indica e devolver para o final do monte apds concluir
a tarefa.

Se a carta sorteada informar Habeas Corpus, Empréstimo sem Juros, Isencao de Im-
posto de Renda ou Compra Livre, o jogador deve guarda-la para usar depois. Ela pode
ser utilizada em qualquer momento que ele desejar. Apos utilizada, deve ser retornada
ao final do monte.

A carta Habeas Corpus te d& o direito de sair livre da prisdo sem a necessidade de tirar
uma dupla nos dados ou pagar fianca. A carta sorteada pode trazer oportunidades de
investimentos de renda fixa ou renda variavel, de forma semelhante tem o risco de trazer
“surpresas” negativas como acabar o gas, quebrar o carro dentre outras coisas.

Propriedades: Para comprar alguma propriedade, é necessario que o peao caia em
uma das casas, caso ja nao seja o dono. Caso a propriedade seja de outro jogador, se o
seu pedo parar na casa, ele devera pagar ao dono desta propriedade o valor do aluguel ou
do seu servigo comercial, indicado no titulo da propriedade.

Prisao: Caindo na casa que indica “Va para a prisao”.

¢ Acao delituosa: Pegar uma carta “Deu bom - Deu ruim” que manda para a prisao.
Se acontecer alguma dessas situagoes, o peao vai até a casa ‘Prisao’ ou ‘Detencao’. Para
sair da prisao nao ¢é tao complicado. Existem trés formas:

e Tirar uma dupla nos dados — na proxima jogada apods ser preso, deve-se jogar os
dados. Se tirar nimeros iguais, pode sair da prisdo e andar o niimero de casas indicado
no dado.

e Pagar a fianca — o jogador tem a opcao de pagar a fianca enquanto estiver preso,
dois salarios (dependendo da classe). Apds trés rodadas que nao conseguir tirar as duplas
no dado, o jogador é obrigado a pagar a fianca. Feito isso, joga-se novamente os dados e
se avanc¢a o numero de casas indicadas.

e Cartao de Habeas Corpus — No inicio da rodada na prisao, o jogador mostra a todos

o seu cartao de Habeas Corpus, descartando-o e langa os dados para avancar no tabuleiro
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novamente.

Hipoteca

E possivel hipotecar uma propriedade. Para isso, basta recorrer ao banqueiro, que
devera pagar a quantidade exata que esta descrita no titulo. Essa propriedade nao podera
ser negociada com nenhum outro jogador sem a autorizagao do proprietario. Enquanto a
casa estiver hipotecada, nem o proprietario e nem o banqueiro receberao aluguel. Para
recuperar o Titulo, o proprietario devera pagar uma multa sobre o valor do Titulo. O
jogador podera resgatar a sua propriedade na sua vez de jogar.

Quando o jogador estiver em condicoes de faléncia

Ele pode se desfazer de suas casas e/ou negdcios, vendendo-os ao Banco pela metade
do preco ou negociar um ou mais iméveis na hipoteca. Negociando suas propriedades com
outros jogadores ou com o Banco.

Faléncia

Se mesmo apds vender suas casas, hipotecar ou negociar suas propriedades, o jogador
nao conseguir dinheiro suficiente para quitar sua divida, ele declarara faléncia e estara
fora do jogo. Deixando todo o dinheiro e propriedades restantes com o jogador a quem
deve. Caso haja propriedades hipotecadas, o Banco ird recolher os Titulos de Posse e
entregard o dinheiro arrecadado para o credor. Caso ainda falte dinheiro, o credor ficara
no prejuizo. Toda rodada vale por um més e a cada 12 meses o saldrio serd corrigido
de acordo com a inflacao sugerida, e tanto a inflacao quanto a Taxa Selic serdo definidas
através de uma rodada dos dois dados (entre 2% e 12% ao ano).

O salario seréd oferecido de acordo com as classes economicas determinadas no inicio

do jogo (Tabela 1), conforme apresentado abaixo:

Tabela 1 - Salario dos grupos

Equipes | Poder Monetario
Grupo A R$ 1.500,00

Grupo B R$ 3.000,00
Grupo C R$ 4.500,00
Grupo D R$ 6.000,00
Grupo E R$ 7.500,00

Fonte: Autoria Prépria

e Moradia

No total o tabuleiro tem 8 casas que correspondem a moradia, sendo 3 casas para
aluguel, pertencentes ao Banco. As outras 5 casas sao destinadas uma a cada classe
econdmica e a propriedade tem um valor determinado de acordo com a classe dos propri-

etarios. A moradia serd indicada por meio do sorteio no inicio do jogo.
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Aos que desejam alugar uma casa o valor também sera cobrado de acordo com a
classe (Tabela 2). A moradia podera ser vendida de acordo com a proposta de compra e

o pagamento dos aluguéis serd feito pelo banco.

Tabela 2 - Valores referentes a8 moradia

Equipes | Aluguel | Valor da Propriedade
Grupo A | R$ 500,00 R$ 100.000,00
Grupo B | R$ 800,00 R$ 200.000,00
Grupo C | R$ 1.100,00 R$ 300.000,00
Grupo D | R$ 1.400,00 R$ 400.000,00
Grupo E | R$ 1.700,00 R$ 500.000,00

Fonte: Autoria Propria

Algumas taxas de servigos (Tabela 3) serao cobradas de acordo com a condigao finan-

ceira de cada classe.

Tabela 3- Taxa de servigo

Servicos Taxas
Internet 5%
Supermercado 20%
Faculdade 30%
Imposto de Renda 20%
Conta de Luz 10%
Conta de Agua 5%
Farmaécia 5%
Hospital 10%
Restituicao do Imposto de Renda | 15%
Prestacao de Servico 10%

Fonte: Autoria Propria

No tabuleiro se encontram negdécios disponiveis para estabelecer empresas. O valor
minimo do capital de investimento sera de 2 salarios da classe correspondente. Os negdcios
disponiveis sdao: 1- Shoes Sky; 2- Baiana’s Lingerie; 3- Paint & Color; 4- T6 com Fome; 5-
X Acessorios. A propriedade Banco tera a funcao de fornecer empréstimos e a propriedade
Concessionaria a fungao de fornecer financiamento, ambos com as mesmas condigoes. As
parcelas podem ser calculadas com o auxilio da Calculadora do Cidaddo 3 com taxa fixa
de 1% ao més e com 60 meses de duracao. As parcelas nao podem ultrapassar 30% do

salario da classe portanto de acordo com a Tabela 4 a margem méxima sera:

3 Disponivel em: https://www.bcb.gov.br/meubc/calculadoradocidadao
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Tabela 4 - Margem de crédito

Equipes | Parcela Maxima | Valor Maximo
Grupo A R$ 500,00 R$ 25.000,00
Grupo B R$ 1.100,00 R$ 50.000,00
Grupo C R$ 1.500,00 R$ 75.000,00
Grupo D R$ 2.000,00 R$ 100.000,00
Grupo E R$ 2.500,00 R$ 125.000,00

Fonte: Autoria Prépria

Nas casas Agoes e Criptomoedas os jogadores terao a opgao de adquirir duas delas
de cada, sendo em acoes, uma chamada Tecl4, a mesma custa R$15,00 e a outra RF29 a
qual custa R$ 25,00, ja4 nas criptomoedas uma chamada PENTA que custa R$ 2,00 e a
outra VIP que vale R$ 5,00. Os valores serdao ajustados de acordo com as taxas anuais.

Os retornos do investimento de renda variavel (Agoes e Criptomoedas) serao definidos
como positivos ou negativos de acordo com o niimero resultantes do lancamento dos dados:

e Par o valor sera positivo;

e Tmpar o valor serd negativo.

A taxa de valorizagao ou desvalorizacao serd indicada ao lancar dois dados, ou seja,
entre 2% e 12%.No Tesouro direto IPCA os jogadores podem investir a partir de R$ 30,00.
No CDB 100% CDI (Certificado de Depésito Interbancario) os jogadores podem investir a
partir de R$ 1,00. No caso da renda fixa (tesouro direto IPCA- Indice Nacional de Precos
ao Consumidor Amplo e CDB) a valorizacao anual serd indicada ao langar dois dados, ou
seja, entre 2% e 12%. Ambos os valores investidos serao devolvidos ao fim de cada ano
com a correcao monetaria dos valores. Vencera o jogo o grupo que obtiver maior aumento
percentual em sua renda e patrimoénio.

Funcoes das casas do tabuleiro

Apresentamos na Figura 1, o protétipo do tabuleiro que foi confeccionado e montado

na quadra da escola com a colaboragao dos alunos.
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Figura 117 — Prototipo do tabuleiro do jogo
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Fonte: Autoria prépria, 2022.

O tabuleiro do jogo (Figura 1) possui 40 casas com 23 fungdes especificas apresentadas
algumas delas se repetindo:

1- Inicio do jogo: Casa de inicio - na primeira rodada os pedes dos grupos ficam
posicionados sobre a casa para dar inicio ao jogo. Essa casa também representa o final
de cada rodada/més. Quando os pedes passam ou param nela, eles recebem o saldrio
designado a cada classe, representando assim o inicio do meés.

2- Moradia: No jogo existem ao todo 8 casas de Moradia, sendo 5 pertencentes aos
grupos e 3 pertencentes ao banco. A posicao desta casa sera sempre definida por sorteio
que ocorre no inicio do jogo. Os proprietarios da Moradia quando pararem na casa ficam
isentos do pagamento do aluguel que é cobrado aos outros participantes do jogo que
pararam nesta propriedade. As moradias do banco podem ser alugadas ou compradas
pelos participantes. O valor cobrado pelo aluguel e pela venda da moradia esta detalhado
nas regras.

3- CDB 100% CDI: Temos apenas uma casa dessa no jogo. Ela traz a possibilidade
de os jogadores investirem quando pararem na casa e se assim quiserem. Investimento
esse que pode ser a partir de R$1,00, ao fim de cada ano eles retiram o valor investido
corrigido.

4- Receita Federal: Os jogadores precisam informar na declaragao o seu rendimento
no ano, todas as despesas, as possibilidades de redugoes na tributacao e verificar se pelo
resultado vai ter que pagar o valor do imposto.

5- Deu Bom - Deu Ruim: Ao parar em uma casa Deu Bom - Deu Ruim, ocorre
o sorteio de uma carta deste monte e se cumpre o que indica a carta. Essas cartas
determinam que o jogador pague ou receba determinada quantia em virtude de diferentes
situagodes, como o pagamento de uma multa, a aplicaggdo em um fundo de investimentos

ou uma aposta contra outros jogadores.
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6- Negocio: Esta casa permite que o grupo adquira um negbcio. Os negdbcios estao
detalhados nas regras do jogo. O valor do capital inicial ¢ no minimo dois salarios mi-
nimos de acordo com cada classe economica. Quando estabelecido o negdcio os demais
participantes que param sobre a casa pagam o valor da prestagao de servico de acordo
com sua renda.

7- Conta de luz: Os jogadores pagam a taxa por consumo de energia elétrica. Essa
taxa corresponde a 10% do seu saldrio minimo.

8- Farmacia: Esta propriedade representa os gastos com medicamentos, ao parar
nesta casa o participante paga uma taxa que corresponde a 5% do seu saldrio minimo.

9- Va para Prisao: Ao parar sobre esta casa o jogador vai direto para prisao.

10 - Supermercado: Propriedade que representa o custo dos participantes com alimen-
tacao e higiene. A taxa cobrada serd de 30% do saldrio minimo do participante.

11- Internet: Propriedade que representa o custo dos grupos participantes com a
internet. A taxa cobrada serd de 5% do saldrio minimo do participante que parar sobre
a casa.

12- Restituicdo do Imposto de Renda: Os jogadores precisam informar na de-
claragdo o seu rendimento no ano, todas as despesas, as possibilidades de redugoes na
tributacgao e verificar se pelo resultado tera o valor restituido.

13- Concessionaria: Durante o jogo os participantes tém a opc¢ao de adquirirem
um automoével através de financiamento ou arcando com o valor total do veiculo. Os
participantes tém cinco opgoes de automoével e podem escolher com base em sua renda.

14- Conta de Agua: Os jogadores pagam a taxa por consumo de dgua. Essa taxa
corresponde a 5% do seu salario minimo.

15- Faculdade: Esta propriedade representa os gastos dos participantes com os estu-
dos. E a taxa cobrada é de 30% do salario minimo do participante.

16- Hospital: Nesta propriedade serda cobrado os custos adicionais relacionados a
saude. A taxa cobrada sera de 10% do saldrio minimo do participante.

17- Banco: Existem duas Casas Banco no tabuleiro, a qual tem como funcao fornecer
empréstimo aos participantes. As condigoes de empréstimo estao detalhadas acima nas
regras do jogo.

18- Agoes: Esta propriedade representa mais um modelo de investimento, no qual o
participante tem a possibilidade de investir seu dinheiro em Duas Ac¢des, a cota minima
varia entre R$15,00 e R$25,00, as quais estao detalhadas nas regras.

19- Criptomoedas: Esta propriedade representa mais um modelo de investimento,
no qual o jogador tem a possibilidade de investir seu dinheiro em Duas Criptomoedas, as
quais estao detalhadas nas regras.

20- Condominio Aluguel: O jogador que parar nesta propriedade terda que pagar
uma taxa que corresponde a manutenc¢ao da sua moradia. O valor corresponde a taxa de

aluguel que ¢é cobrada de acordo com a classe econdémica.
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21- Tesouro Direito IPCA: Este é mais um modelo de investimento, os jogadores
podem investir a partir de R$30,00.

22- Prisao: O jogador que for parar na prisao, fica sem receber nenhum tipo de
pagamento. O tempo maximo na prisao é de 3 rodadas.

23- Férias: Os jogadores quando pararem sobre a casa de férias, ficarao uma rodada
sem jogar.

Abaixo apresentamos as cartas do jogo "Investir ou Perder: A maratona da vida', que
sao: Deu Bom - Deu Ruim, Negocio, Carteira de Investimentos, Moradia, Dinheiro Extra,
Automovel, controle do Card Bank além do dinheiro confeccionado e o Card Bank.

e Cartas Deu Bom - Deu Ruim

Ao todo foram confeccionadas 40 cartas Deu Bom - Deu Ruim. As frases com coman-
dos foram impressas, no verso de cada carta (Figura 2). Pois, é importante que durante

o decorrer do jogo essas cartas fiquem com os comandos voltados para baixo.

Figura 118 — Representacao de carta: deu bom - deu ruim.

sessaus s savsnan

Va para a
prisao sem
reclamart!

Fonte: Autoria proépria, 2022.

e Cartas Negocio

A carta Negdcio tem como objetivo indicar qual o tipo de negdcio foi escolhido pelo
grupo. Como foi especificado anteriormente, sdao cinco tipos. Na carta Negocio temos
cinco alternativas, cada uma corresponde a um negbcio e durante o jogo o responsavel
assinala apenas o negocio escolhido pelo grupo. Além disso, tem um espago dedicado ao
capital investido, como podemos ver na Figura 3. Sao necessarias 10 cartas deste tipo

para o andamento do jogo.

144



Figura 119 — Repesentagao de carta: negdcio
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Fonte: Autoria propria, 2022.

e Carteira de investimentos

O objetivo da Carteira de Investimentos (Figura 4) é facilitar a contagem do que foi
adquirido ao decorrer do jogo, como exemplo, a quantidade de cotas de compras em agoes
e Criptomoedas na parte de renda variavel e o valor do investido nas op¢oes de renda fixa.

Foram confeccionadas 10 carteiras de investimento, divididas entre cada grupo e o banco.

Figura 120 — Repesentacao de carteira de investimentos.

CARTEIRA DE
INVESTIMENTOS

R$25,00

R$15,00

R$5,00
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cDB R$1,00

TESOUROD R$30,00

Fonte: Autoria propria, 2022.

e Carta Moradia
A Carta Moradia (Figura 5) tem como objetivo indicar a moradia de cada grupo e o
valor que foi atribuido previamente a cada. Ao todo no jogo foram disponibilizadas oito

moradias, uma para cada grupo e trés pertencentes ao banco.
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Figura 121 — Representacao de carta: moradia
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Fonte: Autoria prépria, 2022.

e Carta Dinheiro Extra
A carta Dinheiro Extra (Figura 6) tem como objetivo indicar o valor do empréstimo
ou financiamento adquirido por cada grupo e indicar o valor e quantidades das parcelas.

Sao necessarias 10 cartas deste tipo.

Figura 122 — Representacao de carta: Dinheiro extra

Fonte: Autoria prépria, 2022.

e Carta Automovel
As cartas Automével (Figura 7) tem o objetivo de indicar o modelo do automével e o

valor que foi adquirido. Foram impressas 10 cartas.

Figura 123 — Representacao de carta: automodvel

Fonte: Autoria proépria, 2022.

e Cédulas de dinheiro

As cédulas de dinheiro (Figura 8) foram baseadas nas cédulas de Real utilizadas comu-
mente no dia a dia dos brasileiros. Para confecciona-las foram utilizadas folhas de offset
A4 (210mm x 297mm). Em cada folha coube 12 cédulas de cada valor.
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Figura 124 — Representacao das cédulas de dinheiro.

Fonte: Autoria propria, 2022.

e CardBank

O CardBank tem como objetivo ser um cartao de débito para utilizacao de cada grupo.
Destinado apenas a saida e entrada de valores a partir do quinto digito (ex.:R$10.000,00).
Como podemos ver na Figura 9, cada cartao foi confeccionado com a cor de cada classe/grupo.
Assim como os cartdes de crédito convencionais. E, para dar mais realidade, os papéis

foram colados em cartoes de crédito invalidos.

Figura 125 — Representacao de cartoes de débito

Fonte: Autoria propria, 2022.

e Controle do CardBank
O objetivo do controle do CardBank (Figura 10) é facilitar as saidas e entradas do

cartao de débito no decorrer do jogo. Confeccionamos 10 folhas de controle do Card-
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Bank, uma destinada a cada grupo e ao banco, cinco para acompanhar de igual forma a

contagem.

Figura 126 — Representacao do conrole do cardbank.

CARDBANK
cruro NN

Fonte: Autoria prépria, 2022.

¢ A montagem do jogo “Investir ou Perder: A Maratona da Vida” na
quadra da escola

Para montagem do jogo, utilizamos trés dias. No primeiro dia, no turno matutino, o
professor com uma equipe de 6 alunos abriu uma lona (de 8 m x 20 m) com o objetivo de
montar o tabuleiro do jogo. Neste momento, um primeiro desafio foi transformar o formato
da lona de retangular para quadrangular. Sobre isto, o aluno A20 comentou: “Porque nao
se faz um 1nico corte na lona para ficar um tabuleiro de 8 m por 8 m”. O professor chamou
a atencao para o desperdicio de material e orientou que o quadrado deveria ter a maior
area possivel. Entao, a equipe foi a sala de aula pensar em possibilidades e chegaram a
conclusao, que a lona tinha cerca de 160 m? de area e que a maior area possivel para um
quadrado seria 144 m?2, ou seja, um quadrado com 12 m de lado. Dali, surgiu um novo
problema: "Como vai ser o corte?” Perguntou o aluno A01. Diante disto, o professor
levantou o problema do corte da lona com o minimo possivel de remendos.

No turno vespertino, para executar a tarefa que tinham planejado pela manha, a
equipe concluiu que precisava fazer 3 cortes na lona. O primeiro com 8 m x 12 m e
outro, com 8 m x 8 m. Depois, eles cortaram o pedago menor mantendo o comprimento
e dividindo a largura pela metade. Com isso, emendaram (com cola instantanea) uma
das metades com a parte maior, e por fim, cortaram o pedago que sobrou com a largura
e comprimento de 4 m para completar o quadrado maior e chegar ao objetivo final: uma

lona com 12 m x 12 m.
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Apébs o corte da lona ser concluido, a equipe preparou a moldura com fita adesiva
(na cor rosa). Depois fizeram outra marcagdo também com a fita rosa de um quadrado
interno a lona de 10 m x 10 m com a distancia de 1 m em relacao a sua borda.

No segundo dia, o professor e 15 alunos, retornaram a quadra da escola para fazer
as marcacoes das casas do jogo, usando fitas adesivas de diversas cores (rosa, verde,
amarelo, roxo, laranja e transparente). A ideia inicial foi tracar quatro quadrados (de
1 m x 1 m ) nas “quinas” do tabuleiro e entre esses quadrados, 9 retdngulos (de 1m de
comprimento por aproximadamente 90cm de largura); Porém, durante os cortes e ajustes
da lona, ficou decidido se permitir uma margem de erro de aproximadamente 50 cm por
encaixe. Esse argumento foi aceito pela falta de precisdo na colocagao das fitas. Visto
que os alunos ao marcarem as casas com as fitas logo perceberam que iria ter uma sobra
entre os quadrados entre o nono retangulo marcado e o quadrado seguinte (Figura 11).
Para completar a sobra, confeccionaram-se faixas de pedestres entre as casas nomeadas

“Prisao” e “V4 para a Prisao”.

Figura 127 — Montagem das casas do jogo

Fonte: Autoria propria, 2022.

No terceiro dia, as encomendas das graficas® chegaram na escola, nas quais foram:
Adesivos em papel A4 com os nomes das casas do tabuleiro, o adesivo da logomarca do

jogo, as cédulas e cartoes personalizados e todas as cartas do jogo.

4 Uma grafica foi responsével pela impressao do adesivo maior e a outra pelos demais detalhes.
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Figura 128 — Montage da logomarca do jogo

—

Fonte: Autoria prépria, 2022.

O professor com sua equipe de 15 alunos se dirigiu até a quadra da escola para auxiliar
os dois funciondrios da grafica (Figuras 12) para colar o adesivo central (medindo 2 m x
2 m). Apés a conclusao deste trabalho, a equipe se responsabilizou de colar os adesivos
em papel A4 em todas as suas respectivas casas. Na Figura 13, podemos vizualizar a

montagem pronta do tabuleiro.

Figura 129 — Tabuleiro do jogo montado na quadra

e A execucgao do jogo “Investir ou Perder: A Maratona da Vida”

No quarto dia, ocorreu a execucao do jogo. Os alunos chegaram na escola aproxi-
madamente as 7:00 h da manha para organizacao de 17 mesas e 24 cadeiras na quadra,
ajustes no tabuleiro e demais pecas do jogo.

Para execugao do jogo ( Figura 14), 3 alunos ficaram no Banco, 2 nas cartas, 2 nos

dados, 2 trabalhando como seguranca das casas Prisao, 30 alunos fizeram parte das classes
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econOmicas que jogaram ativamente e tivemos mais 3 alunos que ficaram responséaveis

pelos registros (fotos e videomaker).

Figura 130 — Execucao do jogo

Fonte: Protocolo de pesquisa, 2022.

Dos 3 alunos que ficaram responsaveis pelo banco, o A05 ficou responsavel pelo pa-
gamento de salario, recebimento e pagamento de taxas. O A23 ficou responsavel por
empréstimos pessoais, financiamento de veiculos e também pela compra e venda dos ne-
gocios e o A26 ficou responsavel pela compra e venda de titulos de renda fixa e variavel.

O banco ficou situado ao lado direito da visao do ptblico que estava na arquibancada
da quadra. No lado esquerdo desta estavam situados os alunos responsaveis pelas cartas
do jogo (A32 e A22) e aqueles para fiscalizagdo dos dados (A08 e A27). De frente ao
publico, os 5 grupos de alunos representando as classes econdmicas, com um espagamento
entre as bancas.

As 5 classes tinham 6 alunos para se envolverem no jogo. Desses 6 alunos, 1 (um) era
o peao do jogo, para se movimentar pelo tabuleiro, o outro foi responsavel para girar os
dados, e outro foi responsavel para puxar as cartas. Deixamos 3 alunos responsaveis para
tanto receber saldrio e pagar taxas como para fazer as negociagoes. Os alunos podiam se
revezar entre si, livrcemente em sua func¢ao no jogo, sem restrigoes.

O jogo teve inicio as 8:00h da manha e terminou ao meio dia, com um pequeno intervalo
de 30 minutos, entre 9:15h até 9:45h para um lanche. A principio, o professor gostaria
que o jogo tivesse uma duracao minima de 24 rodadas, ou seja, 24 meses (2 anos). Porém
pela duracao do jogo e todas as tarefas que foram necessarias para seu funcionamento,
fomos até ao final da 12? rodada, ou seja, ap6és um ano completo de execucao.

Como o evento de execuc¢ao do jogo na quadra ocorreu durante um dia letivo, a gestao
da escola foi revezando as turmas para prestigid-lo. Isto é, todas as 8 turmas (de duas
em duas) foram para a quadra por cerca de 50 minutos. Durante a troca das turmas, o

professor foi pausando o jogo para explicar o trabalho que estava sendo realizado.
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No final do jogo, a equipe vencedora foi a equipe da classe “A”, que tinha o menor
salario. Em segundo lugar ficou a equipe da classe “E’ que possuia o maior salario e
em terceiro lugar ficou a equipe da classe “C”, a equipe que tinha o salario mediano
comparado com todas as classes do jogo.

Durante a execucao do jogo, tivemos situagoes bastante relevantes. O primeiro fato
interessante é que a classe A (vencedora), teve uma sorte maior do que as outras, porque
todos os momentos ou pelo menos a maioria dos momentos que eles iam para as cartas,
o resultado foi positivo. O segundo fato é que houve o principio de protesto do grupo da
classe “E”, pois, como as taxas do jogo eram baseadas em porcentagem e algumas cartas
tinham valor fixo. Eles protestaram porque a classe “A”, como foi dito anteriormente,
teve mais sorte do que as outras a ponto de ganhar um prémio de R$ 30.000,00. Esse
foi 0 maior motivo de reclamacao do grupo da classe “E”, pois argumentaram que “R$
30.000,00 para quem era da classe “A” valia exatamente 20 salarios, porém, para quem
era da classe “E”, 4 salarios.

Os alunos da classe “E”, como ja foi dito, ficaram em segundo lugar, por utilizarem
uma estratégia diferente. Eles esperaram o grupo de classe com menor poder financeiro
montar negocios, porque, de acordo com a regra do jogo, eram necessarios 2 salarios para
isto. Quem era da classe “A”, por exemplo, para montar um negdocio, s6 precisava de R$
3.000,00, pois seu salario era de R$ 1.500,00, como a classe “E” recebia um salario de R$
7.500,00, logo, precisavam de R$ 15.000,00. Entdo o que que eles fizeram? Esperaram
quem tinha uma classe com salario menor comprar o negocio para fazer um repasse,
fazendo com que quem investiu, por exemplo, esses R$ 3.000,00, recebesse em média de
R$ 6.000,00 a R$7.000,00 dobrando o seu investimento. Em contrapartida, como eles
tinham a classe mais alta com seu poder de investimento, valorizavam o préprio negocio.
Com isso, dos 5 negbcios disponiveis no jogo, a classe "E'conseguiu comprar 4, com esse
tipo de estratégia. Comprando o negdcio mais barato, ou seja, se apoiando nas regras de
jogo, fazendo um cambio entre eles e vendendo mais caro porque a classe dele era mais
alta.

Da mesma forma que a classe “A”, teve muita sorte com as cartas. Houveram grupos
por exemplo, como o grupo da classe “D”, que tiveram um azar muito grande com as
cartas. Visto que suas cartas, como diz o jogo, “Deu Ruim” e por isso eles perderam muito
dinheiro. Um fato interessante é que o grupo da classe “D” ficou com saldo negativo por
muito tempo, a ponto de a todo instante precisar ficar pedindo dinheiro emprestado e eles
conseguiram desafogar através de um empréstimo pessoal que fizeram durante a partida.

Outra situagao interessante foi sobre a classe “B”, eles também nao tiveram tanta sorte
como a classe “A”. O que mais chamou a atengao na classe “B” é que eles cairam varias
vezes na prisao das 12 rodadas. E, indo para a prisao, para sair dela eles precisavam pagar
o dobro do salario recebido e por isso eles ficaram no vermelho, porém diferentemente da

classe “D” para sobreviver ao jogo, eles preferiram vender a sua casa e viver de aluguel.
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No caso da classe “C” que foi o grupo mais conservador, eles nao fizeram nenhum
investimento alto, porém eles focaram todo o dinheiro que eles tinham em investimento
de renda fixa, ou seja, em CDB e Tesouro Direto, fazendo-nos recordar o perfil conservador
de pessoas que lutam pra ter salario, o seu “dinheirinho” e nao querem entrar de cabeca no
mundo dos investimentos com medo de perder capital. Por isso, preferem apenas manter
o que tem e se assegurar baseado na inflagao.

Outro detalhe curioso nesse jogo é que nenhuma classe optou por fazer financiamento
de carro ou comprar carro a vista. Também nao se importaram em fazer empréstimos,
pois segundo relatos de varios dos alunos, fazer financiamento seria atrasar os planos deles.
Isso foi bem interessante.

e Avaliagao do jogo pelos alunos

Em um outro momento, em sala de aula, propomos um questionario aos alunos sobre
a importancia do jogo para eles e o formato live action. Na Figura 15, apresentamos,
por exemplo, o depoimento do A04, que destacou como planejar o gasto de dinheiro A04:
_ “E um bom jogo para entender como é mais ou menos a “maratona da vida” Como
uma pessoa que ficou no banco, tive uma nogcdo de como manusear o dinheiro, a investir

e a projetar um plano sobre o que gastar ou nao".

Figura 131 — Importancia do jogo - A04
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Fonte: Protocolo de pesquisa, 2022.

Ja o A05 ( Figura 16) comentou sobre o dinamismo do jogo:“ Ele me dd dimensao
das condicoes da vida financeira, claro que nao de uwma maneira muito técnica, mas de
um jeito mais dinamico, considerando que quem ndao investe consequentemente perde,

evidencia que investir ou perder € a maratona da vida!”.

Figura 132 — Importancia do jogo - A05
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Fonte: Protocolo de pesquisa, 2022.
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Dos 38 alunos que foram questionados, 10 indicaram preferir o formato de tabuleiro

convencional. Na opinido deles, jogar no tabuleiro é mais pratico, menos trabalhoso e

“

mais facil de controlar todas as agbes, como relatou o AOT: Tabuleiro, porque fica

114

menos cansativo” No caso do A15, ele afirmou “_Tabuleiro, a visdo ficard mais ampla”,

evidenciando que pelo tamanho do jogo ele ndao conseguiu ter o controle total das agoes.

De forma geral, consideramos que o jogo possibilitou aos alunos adquirirem conheci-
mentos sobre como gerir suas financas de forma responsavel, promovendo possibilidades
deles explorarem opgoes de investimentos financeiros. Haja vista, termos despertado a

compreensao deles sobre diferentes tipos de investimentos, estratégias e riscos envolvidos.

6.3 Consideracoes finais

Neste trabalho, o jogo "Investir ou Perder: A Maratona da vida", foi elaborado para
ser vivenciado com os alunos na versao live action. Convém ressaltar que enfrentamos
algumas dificuldades e imprevistos na implementacao do jogo na quadra da escola, devido
as condigoes de ventilacdo e equipamentos de som. Registramos esses eventos a fim de
socializarmos alguns recursos que venham a ser necessarios para a execuc¢ao do jogo em
grandes dimensoes (em uma sala de aula, quadra ou outro espago) por outros que assim
se interessem em utiliza-lo.

A fim de ampliarmos possiveis uso do jogo "Investir ou Perder: A Maratona da vida",
disponibilizamos na plataforma Educapes, a impressao de todo o material (regras, cartas,
tabuleiro) para este ser jogado de forma convencional. O material esté disponivel no link
: http://educapes.capes.gov.br/handle/capes/734497.

Consideramos que o uso desse jogo foi uma maneira envolvente de ensinar aos alunos
do Ensino Médio nogoes sobre investimentos financeiros. Tendo em vista que no cenario
da gamificacao, elementos como recompensas, conquistas e competicoes saudaveis podem
tornar o aprendizado mais envolvente e estimular o interesse dos alunos em refletir sobre
temas financeiros, auxiliando-os na tomada de decisdes mais conscientes na administragao

de suas finangas pessoais.
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